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内 容 简介 


本 书 肉 容 可 分 为 4 部分， 第- :部 分 讲述 了 与 还 辑 演算 有 密切 关系 的 
Hoole 和 代数 理论 ， 并 以 此 为 工具 证 明 逮 辑 演 算 理论 中 的 两 个 完备 性 定 卉 . 
第 二 部 分 深入 浅 出 地 系统 讲述 命题 演算 与 “ 阶 谓 间 演 算 理 论 ， 第 三 部 分 清 
楚 而 严谨 地 讲述 归结 原理 理论 ， 给 出 了 各 个 难点 内 容 前 完 束 证明， 第 四 部 
分 进 述 客 值 逻辑 演算 理论 ， 和 包括 Lukasiewicz 连续 俏 膛 辑 及 相关 的 MV 代 
数理 论 以 及 由 作者 建立 的 x* 深 辑 系统 和 相关 的 Rs 代数 理论 . 

本 书 可 供 计算 机 女 业 ， 应 用 数学 专业 、 人 工 智能 专业 的 研究 生 与 高 生 
级 本 科 生 及 教师 阅读 . 
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数学 是 什么 ? 数学 是 根据 某 些 假设 ,用 远 辑 的 推理 得 到 结论 , 因为 是 
用 这 么 简单 的 方法 ,所 以 数学 是 一 门 坚固 的 科学 , 它 所 得 到 的 结论 是 很 有 
效 的 ， 
陈省身 
这 辑 是 属于 语言 的 , 它 提供 一 套 法 则 ,用 以 导出 更 多 的 词语 连接 ,这 
也 是 为 了 交流 真理 . 
Merrisce Kline 


随 着 科学 技术 的 进步 ,现代 数学 有 了 很 大 的 发 展 .或 者 可 以 在 一 定 程度 上 反 过 
来 说 ,现代 数学 的 发 展 为 科学 技术 的 进步 葛 定 了 基础 . 无 论 怎么 说 ,发 展 至 今 的 现 
代数 学 不 仅 自身 已 经 是 一 栋 枝 姆 叶 茂 的 参天 大 树 ,而 且 它 深 深 地 扎根 于 现代 科学 
技术 的 各 个 领域 ,从 那里 汲取 营养 ,同时 也 从 那里 赋予 科学 技术 以 活力 .按照 美国 
数学 会 2000 年 对 数学 的 MR 分 类 , 除 有 少数 空缺 外 ,其 编号 已 经 从 00,01,…… 一 
直 编 到 了 90 以 上 ,而且 每 类 又 细 分 为 可 多 达 数 十 种 的 研究 方向 .由 此 可 见 现代 数 
学 的 内 容 尘 如 烟 海 ,Euler 时 代 那 种 对 数学 各 分 支 无 一 不 精通 的 数学 家 今天 已 不 复 
存在 . 

如 上 所 述 ,现代 数学 分 支 繁 多 ,不 同 分 支 的 研究 内 容 与 方法 又 往往 相去 蓉 远 ， 
所 以 要 求 数学 工作 者 通晓 数学 的 各 分 支 是 不 现实 的 .然而 我 们 认为 ,无 论 从 事 九 种 
数学 分 支 的 研究 ,在 一 定 程度 上 了 解 和 掌握 数理 逻辑 的 内 容 与 方法 都 是 必要 的 , 因 
为 正如 Morrise Kline 所 说 的 ;逻辑 是 属于 语言 的 , 它 提 供 一 套 法 则 ,用 以 导出 更 
多 的 词语 连接 ,这 也 是 为 了 交流 真理 .”( 见 文献 [21]) 这 里 我 们 说 “在 一 定 程度 上 了 
解 ”, 主 要 指 了 解数 理 逻辑 引 论 , 即 罗 辑 演算 理论 ,包括 命题 演算 理论 和 一 阶 谓 词 演 
算 理论 ,因为 它 不 仅 是 数理 逻辑 中 的 公理 集合 论 .模型 论 ,证 明 论 和 递归 论 的 共同 
基础 ,而且 是 广大 非 数 理 逻 辑 专家 们 最 为 关心 的 部 分 . 特别 是 对 于 从 事 计算 机 专 
业 ,应 用 数学 专业 和 人 工 智能 专业 等 教学 与 研究 的 老师 以 及 在 这 些 专业 学 习 的 大 
学 生 和 研究 生 ,熟悉 与 掌握 逻辑 演算 理论 就 是 必须 的 了 . 

逻辑 演算 理论 是 一 种 有 效 的 工具 .如 果 熟 练 地 掌握 了 逻辑 演算 的 方法 与 技巧 ， 
那 就 为 进一步 了 解 和 掌握 诸如 轨 结 原理 , 迭 辑 程序 设计 和 定理 自动 证 明 等 奠定 了 
基础 .这 其 中 对 归结 原理 的 方法 与 技巧 的 掌握 又 可 直接 在 学 习 和 研究 有 重要 应 用 
价值 的 逻辑 程序 设计 与 自动 推理 理论 时 发 挥 作用 . 如 果 有 一 部 能 通俗 地 论述 逻辑 
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演算 理论 并 在 此 基础 上 清楚 而 严谨 地 展开 归结 原理 理论 的 著作 , 那 对 于 计算 机 专 
业 、 应 用 数学 专业 以 及 人 工 智能 专业 等 领域 的 广大 师 生 和 研究 人 员 来 说 就 是 非常 
有 使 用 价值 的 书籍 了 .本 书 正 是 向 着 这 个 方向 努力 的 一 个 尝试 . 

参考 文献 [12] 可 以 说 是 一 部 经 典 之 作 , 它 在 详尽 地 讲述 归结 原理 的 基础 上 介 
绍 了 基于 Herbrand 定理 的 若干 证 明 程序 ,进而 论述 了 问题 求解 和 程序 设计 分 析 等 
定理 自动 证 明 方 面 的 基本 内 容 . 文 献 [12] 是 一 部 好 书 , 也 已 被 国内 外 大 多 数 同类 著 
作 或 相关 著作 所 引用 ,只 是 文献 [12] 侧 重 于 归结 原理 ,对 逻辑 演算 理论 的 介绍 只 限 
于 该 书 的 后 面 交 直接 用 到 的 部 分 ,对 于 像 前 东 范 式 与 原 公式 的 可 证 等 价 性 以 及 命 
题 演算 与 刘 词 演算 的 完备 性 等 重要 内 容 均 未 提 及 ,这 对 希望 通过 该 书 学 习 闻 辑 演 
算 的 读者 来 说 ,其 内 容 是 远 远 不 够 的 .文献 LH15] 对 文献 [12] 作 了 补充 与 发 挥 , 但 逻 
辑 演算 的 内 容 仍然 很 少 .本 书后 面 的 参考 文献 中 凡 属 数理 逻辑 内 容 的 都 是 名 家 之 
作 , 其 中 对 逻辑 演算 的 论述 自然 是 高 水 准 的 和 正统 的 . 比如 ,对 命题 逻辑 完备 性 的 
证 明 采 取 相 容 扩 张 的 方法 ,对 一 阶 谓 词 逻 辑 完备 性 的 证 明 则 采用 增 涨 可 数 无 穷 多 
个 个 体 常 无 !4 或 增添 可 数 无 穷 多 个 变 元 符号 [2 来 进行 护 张 的 传统 方法 , 这 些 方法 
当然 是 严谨 的 ,无懈可击 的 .然而 对 于 非 数 理 馆 辑 专业 的 读者 来 说 ,这 些 方法 似乎 
过 于 专业 化 面 不 够 通俗 ,加 之 上 述 著述 中 一 般 均 缺少 归结 原理 方面 的 内 容 , 所 以 看 
来 我 们 在 上 面 提出 的 出 版 一 部 能 通俗 地 论述 逻辑 演算 理论 并 能 清楚 面 严 灌 地 论述 
归结 方法 的 著作 是 十 分 必要 的 事 . 

作者 从 近 10 年 来 讲授 退 辑 演算 课程 的 经 验 中 发 现 ; (j) 虽 然 形式 化 与 符号 化 
是 数理 逻辑 的 固有 特点 ,然而 能 少 用 或 能 不 用 的 符号 就 -- 定 要 少 用 或 不 用 .《 计 尽 
可 能 地 用 通俗 语言 描述 抽象 的 概念 十 分 重要 , 比如 ,在 命题 演算 的 语义 理论 中 ,如 
果 把 赋值 映射 称 为 裁判” ,把 真 值 集 10,11 称 为 “打分 表 " ,把 全 体 赋值 之 集 称 为 “ 裁 
判 团 ”, 就 会 收 到 相当 好 的 效果 ,而 且 还 可 为 多 值 逻辑 语义 理论 的 讲述 留 下 伏笔 ， 
(ii)Boole 代数 理论 是 数学 专业 与 计算 机 等 专业 的 学 生 应 当 熟 练 掌握 的 基本 知识 ， 
它 与 逻辑 演算 理论 又 有 着 深刻 的 联系 ,所 以 从 Boole 代数 理论 人 手 证 明 命题 逻辑 
与 一 阶 谓词 钢 辑 的 完备 性 定理 既 自 然 又 易于 理解 .本 书 在 讲述 效 辑 演算 时 充分 注 
意 了 以 上 的 三 个 方面 .关于 完备 性 的 代数 证 明 早 在 参考 文献 [10] 中 就 已 经 给 出 ,但 
那里 除 符号 与 当前 使 用 的 符号 不 同 而 外 ,其 中 关于 一 阶 逻 辑 完 备 性 的 证 明 相 当 分 
向, 读者 需要 翻阅 长 达 数 十 页 的 内 容 才 可 最 终 得 出 完备 性 定理 来 . 本 书 则 较为 精练 
地 用 商 代数 的 方法 给 出 了 一 阶 逻 辑 完备 性 的 证 明 ， 

“归结 原理 " 译 自 “Resolution Principle” ,文献 [15] 在 §2.5 中 专门 解释 了 为 何 
这 样 杜 译 , 在 文献 [3] 中 则 将 “Resolution Principle" 译 为 “消解 原理 ” 本 书 采用 前 一 
种 详 法 , 归结 原理 是 由 J.A. Robinson 于 1965 年 提出 的 ,是 定理 自动 证 明 的 重要 工 
具 之 一 31. 虽 然 它 有 计算 量 大 的 缺点 ,但 其 形式 化 的 方法 仍 不 断 地 被 成 功 地 应 用 
(参看 文献 [24,25]) .特别 是 熟悉 了 归结 原理 中 的 这 一 套 形式 化 的 方法 后 可 以 元 轻 
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就 熟地 学 习 与 研究 在 计算 机 科学 中 有 着 重要 应 用 的 逻辑 程序 设计 理论 20 等 .本 书 
在 用 通俗 化 的 方法 系统 地 给 出 逻辑 演算 理论 的 基础 上 尽 可 能 清楚 与 严谨 地 讲述 了 
好 结 原理 的 基本 内 容 . 比如 ,关于 Herbrand 第 1 定理 的 证 明 , 文 献 [12] 引 用 了 无 法 
查找 出 处 的 Kanig 引 理 ( 共 标 出 “Knuth,1968” ,但 参考 文献 中 未 出 现 ), 其 他 著作 
则 似乎 忽略 了 Ksnig 引 理 .本 书 在 给 出 了 另外 一 个 引 理 , 即 引 理 5.5.15 的 基础 上 
给 出 了 Herhrand 第 1 定理 的 严 间 的 证 明 . 又 如 文献 [12] 在 证 明 PI 轧 结 方法 与 锁 
归结 方法 的 完备 性 时 都 是 先 就 基 子 句 的 情形 作 了 比较 严谨 的 证 明 , 而 向 一 般 傅 形 
转化 时 则 使 用 了 “不 难 证 明 " 或 “类 似 于 菜 某 定理 的 证 明 ” 等 不 很 明确 的 表述 . 本 书 
虽 通 过 引 人 “ 保 归结 扩张 "概念 和 建立 相应 的 引 理 给 出 了 上 述 各 定理 的 严谨 的 证 
明 . 再 如 ,要 计算 一 个 公式 的 子 句 集 需要 先 计算 该 公式 的 Skolem 标准 形 , 而 计算 
入 AB 的 Skolem 标准 形 比 分 别 计算 A 与 B 的 Skolem 标准 形 要 复杂 许多 , 文献 
[12] 中 在 计算 若干 较 复杂 的 形 如 A A B 的 公式 的 子 句 集 时 不 加 声明 地 改 为 分 别 
求 4 与 B 的 子 句 集 然后 将 其 合并 的 方法 . 本 书 则 在 §6.5 中 就 此 进行 了 专门 的 论 
述 .另外 ,本 书 注意 了 用 尽 可 能 清楚 的 方式 展开 所 讲 的 理论 . 对 于 一 些 较 难 理解 的 
概念 与 定理 ,本 书 通 过 给 出 贴切 的 例子 加 以 说 明 . 比如 ,关于 归结 式 的 提升 引 理 证 
明 很 长 ,不 易 理解 ,本 书 就 设计 出 可 以 完全 与 引 理 的 证 明 相 对 照 的 例子 ( 即 例 
6.4.2), 然 后 再 给 出 提升 引 理 的 证 明 . 本 书 还 经 常 通过 “ 注 ” 的 方式 阶段 性 地 向 读者 
提醒 或 小 结 前 一 段 内 容 中 值得 注意 的 问题 ,并 安排 了 比较 充分 的 练习 题 ,希望 这 些 
能 有 助 于 读者 对 本 书 内 容 的 理解 . 

监 于 多 值 罗 辑 演算 与 二 值 逻辑 演算 有 诸多 相似 之 处 ,特别 是 多 值 迎 辑 演算 理 
论 在 不 确定 性 推理 方 而 有 较 广泛 的 应 用 .本 书 还 安排 了 最 后 一 章 , Bl Lukasiewicz 
逻辑 系统 与 作者 引入 的 2* 系统 为 例 讲述 了 多 值 忆 辑 演算 理论 ,可 供 读者 选用 . 

本 书 共 分 8 章 ,第 一 章 讲 预 备 知识 ,主要 是 讲 Boole 代数 理论 .第 二 章 讲 命题 
演算 .第 三 童 与 第 四 章 分 别 讲 一 阶 谓词 演算 的 语义 理论 与 语 构 理 论 , 但 不 涉及 带 等 
词 的 逻辑 理论 .本 书 于 第 五 章 较 系统 地 讲述 Skolem 变形 和 Herbrand 定理 ,其 中 在 
3 5.4 中 介绍 作者 引 人 的 所 谓 正 则 函数 系统 理论 ,可 看 作 是 对 Herbrand 域 的 一 种 
推广 ,可 供 读者 参考 ,第 六 ,七 章 分 别 讲述 归结 原理 及 其 简化 方法 ,最 后 在 第 作 音 中 
介绍 多 值 逻辑 演算 理论 , 只 关心 逻辑 演算 理论 的 读者 可 以 选择 本 书 的 前 四 章 ,甚至 
还 可 以 略 过 第 一 童 ,只 需 在 证 明 命 题 演 算 系 统 L 与 谓词 演算 系统 2 的 完备 性 定理 
时 直接 引用 命题 1.3.15 即 可 ， 

本 书 曾 作为 讲义 多 次 向 研究 生 与 访问 学 者 讲授 过 ,他 们 纠正 了 讲义 中 的 若干 
笔 误 并 提出 过 许多 好 的 修改 建议 . 裴 道 臣 曾 就 系统 的 完备 性 问题 与 作者 进行 过 
详细 的 讨论 , 裴 道 武 与 吴 洪 博 分 别提 出 了 4 系统 的 简化 形式 ,这 对 本 书 第 八 章 的 
形成 有 直接 的 帮助 . 张 花 荣 与 周 湘南 仔细 地 编写 了 本 书 的 索引 . 韩 诚 和 秦 晓 燕 对 本 
书 的 归结 原理 部 分 多 次 提出 了 收 改 意见 .研究 生 宋 玉 靖 、 覃 锋 、 任 芳 、 傅 贾 . 王 三 民 、 
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于 向 云 . 李 骏 . 豆 和 军 , 王 龙 春 , 宋 庆 燕 、 兰 蓉 . 常 表 芝 , 许 文 移 、 苏 忍 锁 , 任 燕 、 号 小 
年 、 吴 若 杰 、 焦 烨 . 罗 抱 斌 . 颜 永 建 、. 郑 幕 囊 ,上 海 师 大 研究生 吴 恒 洋 以 及 访问 学 者 斯 
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第 一 章 预备 知识 


按照 Bourbaki 竺 旋 的 观 扣 , 数 学 中 有 三 大 母 结构 , 即 代数 结构 ,拓扑 结构 与 序 
结构 ,这 三 大 母 结构 相互 交融 形成 了 数学 的 多 个 分 支 . 本章 主 要 介绍 最 基本 的 序 结 
构 理 论 ,后 半 部 分 也 涉及 ` 些 代 数 结构 理论 ,这些 知 识 对 理解 后 面 要 讲 的 逻辑 演算 
理论 是 有 帮助 的 ， 


$1.1 偏 序 集 
31.1.1 预 序 集 


定义 1.1.1 设 和 是 非 空 集 ,RCX", 则 称 及 为 X 上 的 请 元 关系 . 半 (z 
zx) 时 称 (zz1，… ,xz;) 满 足 关 系 民 , 记 作 RR(z1,… ,zx,)=1, 得 则 称 (1 ,…, 之 ,) 
不 满足 关系 只 , 记 作 R(xrj,…,z,)=0. 当 n=2 时 ,R(x,y)=1 也 记 作 zRy. 当 
=1] 时 ,X 上 的 一 元 关系 就 是 X 的 子 集 . 

例 1.1.2 在 [0,1j 上 规定 xRy 当 且 仅 当 y= 妇 , 则 R 是 [0,1] 上 的 二 元 关系 ,一 
般 地 , 设 f:[0,1]>[0,1] 是 一 元 函数 , 则 此 函数 的 图 像 = |(zx, f(x))| xzE[0,1]} 是 
[0,1] 上 的 二 元 关系 .更 一 般 地 , 设 f; XX 一 XX 是 上 的 n 元 函数 , 则 其 图 像 R = 
ei Tn fr (zi… xa)EX"I 是 久 上 的 n+1 元 美 系 ,但 是 反 过 
来 ,X 上 的 n+1 元 关系 白 然 不 必 是 X 上 元 函数 的 图 像 .比如 ,在 [0,1] 上 规定 
XRy 当 且 仅 当 z<y, 则 尺 是 [0,1] 上 的 二 元 关系 , 它 不 是 [0.11 上 任何 函数 的 图 
像 . 

定义 1.1.3 设 下 是 非 空 集 ,< 是 久 上 的 二 元 关系 .如果 

() xr<r (rEX); 

(让 着 z<y 且 y<z, 则 zx<z (xr,y,zEX). 

则 称 < 为 XX. 上 的 预 序 , 称 (XX, 过 ) 为 预 序 集 .条 件 (i) 和 (ii) 分 别称 为 二 的 反 身 性 和 
传递 性 . 

例 1.1.4 《i ) 设 区 是 欧 氏 平面 史上 的 全 体 二 角形 之 集 . 以 m (xz) 记 三 角形 
+ 的 面积 ,规定 z<<y 当 目 仅 当 m%(x) 志 m{y), 即 过 的 面积 不 超过 y 的 面积 , 则 < 
是 X 上 的 预 序 ,(X,<) 是 预 序 集 . 

(ii) 设 坟 (4) 是 目 然 数 集 的 一 切 有 限 子 集 之 集 , 设 4E 多 (办 ,以 |4| 记 4 中 
元 的 个 数 ,规定 4B 当量 仅 当 |A | 所 1B| [让 ,BE 纺 (从), 则 (多 (办, 过) 是 现 序 
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(ii) 设 久 是 实数 集 . 以 |z| 表 小 地 的 绝对 值 ,规定 <y 当 且 仪 当 | x | 所 | y| 
(yyE 击 , 则 (多 , 必 ) 是 预 序 集 . 


$1.1.2 偏 序 集 


定义 1.1.5 设 (P,<) 是 预 序 集 , 若 忌 除 满足 反 身 件 和 传递 性 外 还 满足 反对 

称 性 , 邯 
当 ><3 Hy<zrNr=y, 

则 称 < 为 卫 上 的 借 序 , 称 ( 了 ,< ) 为 偏 序 集 .xz<y 读 作 “> 小 于 或 等 于 vy" 或 “y 大 
于 或 等 于 zx" 或 x 不 大 于 y" 或 “y 不 小 于 x", 若 对 PP 中 任 二 元 zx 与 y 必 有 xz<<y 或 
y<z 之- 成立 , 则 称 (P, 尺 ) 为 全 序 集 . 

例 11.6 (0) 合 1.1.4 中 的 三 个 预 序 集 都 不 是 偏 序 集 . 

(i 设 卫 是 欧 氏 平面 贸 * 的 全 体 三 角形 之 集 , 对 任 一 个 三 角形 x 与 y, 规 定 x 
<y 当 且 仅 当 之 包含 于 y 之 中 , 则 (P, 过 ) 是 偏 序 集 .一 般 好 , 设 多 {X) 是 义 的 宕 
集 , 对 区 的 任 二 子 集 4 与 B, 规 定 A<B 当 且 仅 当 ACB, 则 (P(X), 忆 ) 是 偏 序 
集 .这 里 ACB 表示 当 x€ A 时 有 zxE8. 

6 以 CL0,1] 记 [10,1] 上 的 连续 函数 之 集 . 设 F,gECL0,1] ,规定 f<g 当 
且 仅 当 对 每 个 zE [0,1] 均 有 f(x) 所 g(xz), 则 (C[0,1],<) 是 偏 序 集 . 

(jv) 设 < 为 名 上 通常 的 序 专 , 则 (名, 忆 ) 是 偏 序 集 ,而 且 基 全 序 集 , 又, 设 C 为 
全 体 复数 之 集 .规定 z+ 如 才 c + di 当 电 仅 当 a 之 < 或 4=c 且 5 才 d, 则 (C, 过 ) 是 
全 序 集 .但 若 规定 2+ 6 性 c+ di 当量 仅 当 a 志 5 且 c 筷 4, 则 (C, <) 仅 构成 偏 序 
集 , 不 攀 成 全 序 集 . 

(v) 在 以 下 各 图 中 ,P 是 黑 点 构成 之 集 ,规定 位 置 较 低 的 点 不 大 于 位 置 较 高 的 
总 ,也 不 大 于 白 身 , 则 各 图 中 的 了 部 是 偏 序 集 . 


， : | | Nd 
vi 省 仿 
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图 1.1 


以 下 常 将 卫 上 的 偏 序 妆 记 为 所 


81.1 仿 序 集 3 


$1.1.3 界 与 确 界 


定 久 1.1.7 设 (P, 志 ) 为 偏 序 集 , 久 CP,a EP. 如 果 当 xEX 时 有 XxX 志 
atz22a), 则 称 a 为 X 的 上 (下 ) 界 . 没 a 是 和 的 上 (下 ) 界 , 若 对 天 的 任 一 上 (下 ) 
界 上 均 有 a 所 6ta 实 6), 则 称 a 为 XX 的 上 (下 }) 确 界 .a 是 X 的 上 (下 ) 确 界 记 作 a = 
supX{ta=intfX) 或 a= VX(a= AX). 

例 1.1.8 (0 在 图 1.1(1) 中 ,|a,5} 有 下 确 界 ,但 没有 上 界 .在 图 1.1{2) 中 
la,b,cl 的 上 ,下 确 界 分 别 是 a 和 ce. 在 图 1.1(5) 中 ,XX= |a,5,ci 有 下 确 界 0,XX 
有 两 个 上 界 d 与 ,但 没有 上 确 界 . 

《ii 在 偏 序 集 (3(X), 忆 ) 中 , 设 |A|i€ET 了 C23(X), 则 |Aj1iET! 的 上 .下 确 
和 界 都 存在 , 就 是 A | i E11 中 各 集 的 并 与 交 , 即 sup | A; |iEI! = Ua, 
inf{Ai| i€1}= OA 


(ii 在 C[0,H 中 , 设 慰 =18A(z)= zx* ,n=1;2,…,|, 则 sup 玉 = ,这 里 
fr)=z(rE[0,11) .infX=g, 这 里 g(x)=0(xE[0,1]). 如 果 放 弃 函 数 的 连续 
性 , 则 supX= 子 仍 成 立 ,但 当 xE[0,1) 时 (infX){xz)=0, 且 (infX){1)=1. 叉 , 设 
Y= fm|m€21, 这 里 mw 是 在 [0,1] 上 取 常 值 xm 的 函数 (mm 为 整数 ), 则 Y 既 无 
FF 界 ,也 无 下 界 . 

(iv) 设 记 =[0,1], 志 是 通常 序 ,X 为 空 集 , 则 sopX = 0,infX =1. 这 是 因为 空 
集 以 P 中 的 每 个 元 为 上 (下 ) 界 ,上 确 界 作 为 最 小 上 界 当 然 是 0 了 ,而 下 确 界 作为 
最 大 下 界 当 然 是 1 注意, 条件 “ 当 x EC 时 zx 所 a{ 或 x 实 a)" 对 了 中 每 个 a 都 成 
立 ). 


3$1.1.4 定向 集 


定义 1.1.9 预 序 集 (X,<) 的 子 集 了 叫 多 的 定向 子 集 ,车 对 Y 中 任 二 元 4 
与 ,存在 Y 中 的 元 c 使 4a<c 与 5<c 者 成 立 , 特 别 当 Y= 外 时 称 (XX 过) 为 定向 
集 . 

例 1.1.10 《i) 例 1.1.4 中 的 三 个 预 序 集 , 例 1.1.6Gi) , (i) ,liv) 中 的 偏 序 
集 以 及 例 1,1.8(ii) , (ii) , (iv) 中 的 偏 序 集 都 是 定向 集 . 

(ii) 有 最 大 元 的 偏 序 集 是 定向 集 ,全 序 集 也 是 定向 集 ， 

(i) 考虑 例 二 .1.606 中 的 偏 序 集 (P, 扎 ) , 设 X 是 一 切 和 包含 于 以 原点 为 中 心 
的 单位 加 内 的 全 体 三 角形 构成 的 P 的 子 集 , 则 叶 不 是 P 的 定向 子 集 .事实 上 , 任 取 
单位 圆 的 一 条 直径 作为 底 边 , 任 皮 不 在 此 直径 上 的 两 个 点 为 顶点 作 两 个 二 角形 则 
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单位 圆 中 没有 同时 大 于 或 等 于 这 两 个 三 角形 的 三 角形 . 

(iv) 设 久 是 无 穷 集 ,2(X) 是 由 XX 的 一 切 有 限 子 集 构成 的 集 族 , 则 (多 (XX)， 
性 ) 是 定向 集 , 

(vy) 设 于 是非 空 集 ,8(X) 是 X 的 一 切 模糊 子 集 构成 的 集 族 , 即 F(X) = 
ElFX=[0,I] 是 映射 1, 开 X) 上 的 偏 序 所 为 点 式 序 , 即 , Fsg 当 且 仅 当 对 每 个 
rEXN 有 F(z) 所 g(z), 则 (F(X) ,所 ) 为 偏 序 集 .以 六 (XX) 记 在 号 中 各 点 寻 的 录 
属 度 均 小 于 1 的 模糊 集 Ff( 即 ,对 每 个 xEX 均 有 f(xz)<1) 之 族 , 则 天 (XX) 是 
多 (X) 的 定向 子 集 , 以 锣 (X) 记 仅 在 X 中 有 限 多 个 点 处 的 隶属 度 不 为 0 的 模糊 集 
之 集 , 则 亏 ( 久 ) 也 是 祷 交 ) 的 定向 子 集 . 


习 是 一 


1. 试 举 丙 个 不 是 偏 序 集 的 预 序 集 的 例子 ， 
2. 设 ( 咏 宫 ) 是 实 直 线 久 中 的 全 体 开 集 接 包含 序 所 成 的 偏 序 集 ， 
x-|(-2-1.211) 


站 一 1 2 | 
再 


| 
求 sup 夺 和 infX, 一 般 地 , 设 [是 一 族 开 集 , 问 sipw= U1A|ACw| 与 infxf= 
门 [A|AE tt 是 否 成 立 ? 

3. 举 一 个 没有 最 大 元 且 不 是 全 序 集 的 定向 偏 序 集 的 例子 . 


81.2 格 
$1.2,1 格 


定义 1.2.1 设 (L ,所 ) 是 偏 序 集 ,如 果 对 工 中 任意 一 对 元 a 与 5,supfa,5| 
与 infla ,i 恒 存 在 , 则 称 (IL, 所) 为 格 . supia ,651 与 infia,5| 常 分 别 记 为 aV5 与 
ahb. 

下 面 的 命题 是 容易 证 明 的 : 

命题 1.2.2 设 (IL, 所 ) 是 格 , 则 

(i) 设 和 是 L 的 非 空 有 限 子 集 , 则 supX 与 infX 都 存在 . 

(ijaVb=bVYa,aAb=pAa. 

(ii) (aVYa) Ve=aV (bYe), (aAb)Ac=aA(bhe). 

(iy) a 所 5 当日 仅 当 a Ybp=6 当 且 仅 当 za A5= 4a. 

这 个 命题 的 证 明 留 给 读者 ， 

定义 1,2.3 设 (L, 专 ) 是 偏 序 集 ,如 果 对 工 的 任意 子 集 X,supX 与 infX 都 


$1.2 格 "5+ 


存在 , 则 称 (I , 专 ) 为 完备 格 . 

完备 格 有 最 大 元 , 即 supL , 记 作 11 ,在 不 致 混淆 时 也 简 记 为 1. 完备 格 也 有 最 
小 元 , 即 sup 凶 , 记 作 0 ,在 不 致 混淆 时 也 简 记 为 由， 

例 1.2.4 (i) (加 ,所 ) 是 格 , 但 非 完备 格 . [0,1], 所 ) 是 完备 格 .一 般 地 ,全 序 
集 一 定 是 格 ,因为 a 与 8 的 上 、 下 确 界 分 别 是 a 与 5 中 的 较 大 者 和 较 小 者 , 仅 会 两 
个 元 0 与 1 的 全 序 集 10,t| 是 格 . 

( 记 (多 (XX) ,之 ) 是 完备 格 . (P(X) ,过 ) 也 是 完备 格 ， 

(iii 设 (L, 专 ) 是 格 , 且 工 有限 , 则 ( 工 ,去 ) 是 完备 格 ,为 此 只 需 证 明 工 的 空子 
集 有 上 .下 确 界 ,事实 上 ,有 限 格 有 最 大 元 1 和 最 小 元 0, 所 以 supg =0 与 inf@f=1 
郁 检 在. 

tiv) 图 1.1 中 的 {2),(3),{4) 都 是 格 ,当然 也 都 是 完备 格 . 


$1.2.2 分 配 格 
定义 1.2.5 设 ( 工 , 志 ) 是 格 , 如 果 对 工 中 的 任意 元 a,5,c 有 
aNthpYe)}=(aAp)YV (a Ae), (1.2.1) 
aVv (tbAc)=(aVph) haye), (1.2.2) 


则 称 ( 工 ,所 ) 为 分 配 格 ， 

在 未 给 出 分 配 格 的 例子 之 前 ,我 们 先 证 明 几 个 常用 的 命题 . 

命题 1.2.6 设 (上 , 坊 ) 是 格 ,如 果 (1.2.1) 式 与 (1.2.2) 式 之 一 成 立 , 则 另 一 个 
也 成 立 , 从 而 ( 工 , 坊 ) 是 分 配 格 . 

证 明 设 (1.2.1) 式 成 立 ,以 下 证 明 (1.2.2) 式 也 成 立 . 事实 上 ,因为 a 过 ay 
#0 ca, 所 以 由 命题 1.2.2(iv) 得 (a Yb)Aa=a,aY(aAc)==a. 那 么 由 
{1.2.1) 式 得 

(aVb)AlaVe)=((aV oAa)V (aVo}Ac)=ay ((aVb)Ae) 
=aV(laAc)V(bAc)=aV (pAc). 
这 就 证 明了 (1.2.2) 式 .类 似 可 证 若 (1.2.2) 式 成 立 则 (1,2.1) 式 也 成 立 . 
命题 1.2.7 设 1(L,~<;)|i€ 了 Ti 是 一 族 预 序 集 ,1 关 记 , 令 工 = [[, 为 各 了 


的 乘积 ,在 上 上 规定 
(aijieiI<A(bjiei 当 且 仅 当 对 每 个 i€ 1T,a;™<;b;, (1.2.3) 
则 
(i) ( 工 , 必 ) 是 预 序 集 ， 
{ii) 者 每 个 (L;, <;) 都 是 偏 序 集 , 则 ( 工 , 过) 也 是 偏 序 集 ， 
(ii1) 若 每 个 (L;, <;) 都 是 格 (完备 格 ) , 则 (I , 之) 也 是 格 ( 完 备 格 ). 
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(iv) 着 每 个 (L;, <;) 玫 是 分 配 格 , 则 ( 工 , 忆 ) 也 是 分 配 格 . 

( 工 , 恤 ) 岂 机 各 (I;,<;} 的 税 积 .由 (1.2.3) 式 定义 的 工 上 的 序 << 叫 机 点 式 康 . 

证 明 {i) 和 (ii) 是 显然 的 . 设 (L;, ~<;) 是 格 (iE 了 ),(ai);er 和 (8;);el 是 中 
任 二 元 , 则 由 (1.2,3) 式 知 

CasierV (Bi)ier= {a bi)iel, (1.2.4) 
(ai)ier A Abi)ier= (aih bi)iers (1.2.5) 
所 以 LL , 尺 ) 是 格 .类 似 可 证 车 (Li, <;) 是 完备 格 (i€ TI), 则 ( 工 ,<) 也 是 完备 格 . 
所 以 (ii 成 立 .最 后 , 若 ( 工 ,,< 相 是 分 配 格 (5E 门 ,由 (1.2.4) 式 与 (1.2.5) 式 得 
CaierA (bi)ierV (ci)ien) = (a A (bYV ci))ies 
= (ta BOY (a ei)) es 
=((a)ier (Bb)enD Va)ierA (ei)ier), 
所 以 ( 工 , 忒 ) 是 分 配 格 ， 

命题 1.2.8 全 序 集 是 分 配 格 . 

证 明 设 (L, 拟 ) 是 全 序 集 ,a,5,cEL ,不 妨 设 ab 人 Rc. 则 由 aA(BbBYVe)= 
aAc=a 和 (a AB) VY (a Ac)=aVYa=a 知 (1.2.1) 式 成 立 ,所 以 (LIL, 所 ) 是 分 配 
格 ， 

例 1.2.9 Qi) ( 久 坊 ) 与 ([0,1], 扎 ) 是 分 配 格 . 

(i;) ( 贸 X), 专 ) 是 分 配 格 .事实 上 ,RX)= lL, ,这 里 工 ;= [0,1](iEX), 且 


由 鲍 1.1.10(v) 知 专 恰 为 命题 1,2. 7 中 的 点 起 序 ， 所 以 ( 玖 X), 委 ) 是 分 配 格 ， 

(i) ( 争 (X),C 己 ) 是 分 配 格 , 即 

AN(BUC)=(ANB)U ANC), AU(BNC)= (AUBNCAUC). 

(1.2.6) 

事实 上 ,以 第 一 式 为 例 ,xE A 站 (BUC) 当 日 仅 当 xEA 且 “xEB 或 -EC”, 即 ， 
当 且 仅 当 xE A 且 xwE8 或 rE A 和 x€C. 这 表示 xzE(ANMB)U(ANC). 所 以 
(多 (X) , 己 ) 是 分 配 格 . 

(iv) 在 图 1.1 中 ,(2) 和 (3) 都 是 分 配 格 ,但 (4) 不 是 分 配 格 .事实 上 ,a A(BbYV 
c)=aAl=a, 但 (a Ab5)VY (a Ac)=0V0=0 关 a, 所 以 {1.2.1) 式 不 成 立 . 


$1.2.3 无 限 分 配 律 


定义 1.2.10 设 (L, 专 ) 是 完备 格 ,分 别称 以 下 的 (1.2.7) 式 与 (1.2.8) 式 为 第 
一 无 限 分 配 律 与 第 二 无 限 分 配 律 ， 

a A Vb)= YaAb), (1.2.7) 

aV (Ap)= AlaVb). (1.2.8) 


1.2 格 “7 


例 1.2.11 (i) 容易 直接 验证 (3( 久 ), 己 ) 满 足 两 个 万 限 分 如 律 . 

{ii (多 XX), 态 ) 也 满 中 两 个 无 限 分 配 律 ,区 为 易 证 完备 的 全 序 集 ( 特 别 是 
[0,1]) 满 足 两 个 无 限 分 配 律 ,所 以 可 仿 命题 1.2.7 证 明 ( 钨 久 ), 志 满足 两 个 无 限 
分 配 律 ， 

《证 ) 设 ( 弘 所 ) 是 史上 的 全 体 开 集 按 包含 序 构成 的 偏 序 集 , 则 龟 是 完备 烙 . 因 
为 任意 多 个 开 集 之 并 仍 为 开 集 ,所 以 它 就 是 这 些 开 集 的 上 确 界 . 又 ,这 些 开 集 作为 
集合 取 交 后 再 取 内 部 ,就 得 到 这 些 开 集 的 下 确 界 , 即 

supw= op in (ND ,CY A. {1.2.9) 
对 于 .z= |A,BI 的 情形 则 有 A A B= A 门 B, 轨 为 每 个 开 集 之 交 为 开 集 , 它 等 于 自 
己 的 内 部 . 这 时 有 
AALYB,)= AN( NB:) UV (ANB.)= YIAAB,). 
所 以 (人 己 ) 满 足 第 一 一 无限 分 配 律 但 ( 王 ) 不 满 是 第 一 无 限 分 配 律 事实 上 , 设 A 
=(0,1), 


1 


B, = (1 -—,2)(n=1,2,..…), 


则 
A1Bs ln=1,2,%)=(N B,) =[1,2)°=(1,2), 
所 以 
AV(A Bs)=(0,1)U(1,2)=(0,2)—11}. 
但 对 每 个 nEwAVB, = (0,2), PB A (AVB,)=(0,2)¥A V( A B,). 


$1.2,4 滤 子 与 理想 


定义 1,2.12 设 (L ,所 ) 是 烙 , 下 是 的 非 空子 集 , 如 果 

(下 是 上 集 , 即 , 当 aEF 有 a 所 5 时 有 BEF.， 

(ii) 下 基 下 定向 集 , 即 , 当 a,5EF 时 有 cEF 俩 ca 且 css5， 
则 称 下 为 中 的 浪子 . 当 到 L 时 , 称 F 为 真 滤 子 . 以 后 不 声明 时 恒 设 下 为 真 泪 
子 . 

(ii) 如 果 其 波 于 下 还 满足 条 件 当 ae V 5EF 时 有 aE 玉 或 5E 下 , 则 称 下 为 案 
滤 子 . 

注 1,2.13 显然 上 面 的 条 件 (iD 可 换 为 

(这 当 a, BEFNHaAbEFR. 

定义 1.2,14 设 ( 上 ,所 ) 是 格 ,I 是 的 非 空 子 集 .如 果 

(i) 了 是 下 集 , 即 , 当 a€1 晶 5<&a 时 有 PET 
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(ii) I 是 定向 集 . 
则 称 了 为 L 中 的 理想 , 当 [ 关 L 时 , 称 1 为 真理 想 .以 后 不 声明 时 恒 设 为 真理 想 ， 

《证 ) 如 果真 理想 还 满足 条 件 当 a A5EIT 时 有 aET 或 5E1T, 则 称 /为 素 理 
想 . 

注 1,2.15 定义 1.2.14 中 的 条 件 Gii) 可 换 为 

(i) “ 当 apET 时 aVBET 

例 1.2.16 (i) 在 格 { 多 和) 中 , 任 取 aE 炙 则 [aa,+o) 与 (a,+oo) 都 是 滤 
子 ,并 昌都 是 素 滤 子 .(- oo,a) 与 (- co,a] 都 是 素 理想 . 

(i) 设 (L, 专 ) 是 格 ,a EL 且 a 不 是 工 的 最 小 元 , 则 


ta=|rEL|axrl (1.2.,10) 
是 滤 子 , 叫 由 a 生成 的 主 滤 子 . 设 a 不 是 工 的 最 大 元 , 则 
ta= {rEL|zEal (1.2.11) 


是 型 想 , 岂 由 a 生成 的 主 理 想 . 

(i) 在 (2 中, 设 4 是 和 的 含有 多 于 1 个 元 的 子 僻 , 则 相 4 是 滤 子 ， 
但 不 是 素 滤 子 .因为 这 时 A 可 表示 为 两 个 非 空 真子 集 B 与 C 之 并 ,这 时 BY Ce 
44, 但 B& 人 A,CE& 个 A. 如 果 A 蚌 单 元 素 集 , 则 个 A 是 案 滤 子 .类 伺 地 , 设 了 学 
X, 则 + 时 是 理想 .如 果 旦 比 对 仅 少 -- 个 元 , 则 4 B 是 素 理想 ， 

命题 1.2.17 设 (L, 坊 ) 是 格 , 则 上 是 L 中 的 素 涉 子 当 日 仅 当 工 -下 是 工 中 
的 素 理想 . 

证 明 设 下 是 农 滤 子 , 则 下 非 空 是 F 关 LL, 所 以 ~ FF 了 GB,L-F 关 L. 由 下 
是 上 集 知 L -下 是 下 集 . 设 a€L-F,5EL- 下 , 则 4a 芒 F,6 攻 上 ,所 以 由 下 是 于 
滤 子 知 a VY 外, 即 a V5EL- 玉 ,所 以 L 一 下 是 理想 . 设 aAbEL -下 , 则 必 有 
ae 工 -了 或 26 工 -下 ,因为 反之 将 有 a ,5EF, 从 而 得 出 a A 5EF 的 矛盾 .所 以 
1 -下 还 是 素 埋 想 . 反 过 来 可 以 从 上 L 一 下 是 素 理想 证 明 上 是 素 滤 子 . 

定义 1.2.18 设 (工科 ) 与 (M, 拟 ) 是 两 个 格 (为 简便 计 ,我 们 用 同一 记号 所 
表示 二 者 的 偏 序 ) ,f;L 一 M 是 映射 .如 果 

flaVo)= fla flo), FlaAp)=fla) AfF(Be), abeL. 
{1.2.12) 

则 称 六 为 格 同 态 或 简称 为 同 态 , 如果 还 是 一 一 的 和 满 的 , 则 称 上 为 格 同 构 或 同 
构 . 这 时 称 ( 工 , 委 ) 与 (M, 饼 ) 同 构 , 记 作 (L ,所 ) 宕 (M, 扫 ) 

命题 1.2.19 设 (L, 坊 ) 是 有 界 格 , 即 ,具有 最 大 元 1 和 最 小 元 0 的 格 , 则 以 下 
条 件 等 价 : 

(i) 下 是 L 中 的 素 滤 子 . 

(ii) 存在 格 同 态 f: > 和 0,1| ,满足 条 件 f(0)=0, fF(1)=1 和 F=f-1(1) 

证 明 设 下 是 L 中 的 素 滤 子 , 定 义 :IL->10,1| 如 下 ，; 


$1.2 格 "9: 


_|i， rEF, 
fz)= 0, xzEL-FK. 
因为 1EF ,0S 开 :所 以 A(1)=1,f(0)=0. 显然 = /1(1). 粹 下 只 需 证 明了 是 
格 同 态 .事实 上 , 设 a,5E 上 .如果 fla V5)=1, 则 a V5EF. 因 为 下 是 隶 滤 子 ,所 
以 a€EFF 或 BEF, 那 么 fla)V f(b5)=1, 如 果 f(a V58)=0, 则 a V5 和 FF, 那 么 由 
玉 为 上 集 知 a 驴 玉 是 5 全 下 ,从 而 fCa) Wf(5)=0Y0=0. 这 就 证 明了 f(a V5)= 
fa) VA(5). 类 僻 可 证 f(a 8)= f(a) Af(5). 所 以 了 是 格 同 态 . 
反 过 来 , 设 ( 训 成 立 .由 f(0)=0 和 了 (1)=1 知 F= 了 11) 取 L, 且 PC.F 
= 了 "(1) 显 然 是 上 集 . 设 a,5EF, 则 f(a)= f(5)=1, 所 以 由 了 为 同 态 知 了 (a 人 
5) 三 fa) 信 5)=1, 即 a A5EF. 这 说 明 下 是 滤 子 .最 后 设 a V5EF, 则 f(aV 
8)= fa)V 了 (8)=1. 所 以 不 可 能 Fe)= f(5)=0, 即 f(a)=1 或 fA(6)=1 成 
立 , 也 即 a€ 下 或 5EF, 所 以 下 是 素 法 子 . 
由 命题 1.2.17 和 命题 1.2.19 得 
推论 1.2.20 设 (L, 专 ) 是 有 界 格 , 则 以 下 条 件 等 价 ; 
(i) I 是 上 中 的 素 理 想 . 
(ii) 存在 格 同 态 f;:L 一 10,1| ,满足 条 件 f(0)=0, f(t)=1 和 二 = 了"!(0). 


(1.2.13) 


— 
习 题 二 


1. 证 明 命题 1.2.2， 

2. 设 (多 所 1) 是 负 上 全 体 闲 集 按 包 爹 序 所 成 的 偏 序 集 . 试 证 (臣民 ) 是 满足 第 二 
无 限 分 配 律 的 完 鲁 格 . 但 (多 , 己 ) 不 满足 第 一 无 限 分 配 律 . 

3. 设 偏 序 集 ( 工 ,把 ) 中 任意 子 集 都 有 上 确 界 , 试 证 ( 工 ， 志 ) 是 完备 格 . 

4. 设 { 万 , 委 ) 是 满足 第 一 无 限 分 配 律 的 完备 格 , 定 义 


b>c= VIrEHIzxAbSc}), b,cEH. (1.2.,14) 

试 证 
4 和 sc 当 且 仅 当 4 和 be， ab,ceH. (1.2,15) 

再 定义 
一 下 二 如 -个 ， (1.2.16) 
—aAa=0, dd. {1.2.17) 
若 a 全, 则 一 hb 信 -a. (1.2.18) 
一 一 一 & = 8. (1.2.19) 


具有 满足 以 上 性 质 的 运算 -与 -的 完备 格 叫 完备 Heyting 代数 . 
5, 格 (LL ,二 ) 中 的 页 久子 下 叫做 极 大 滤 子 , 若 工 中 不 疗 在 真 包含 已 的 真 波 
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子 . 试 证 ,( 煞 (XX) ,性 ) 中 的 滤 子 他 是 极 大 滤 子 的 充 要 条 件 是 ;对 契 的 任 一 子 集 及 ， 
AEFP 与 羡 一 AE 罗 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 .又 ,( 了 (XX), 民 ) 中 的 素 滤 子 一 定 是 家 
大 滤 子 . 

6. 举 出 格 ( 工 , 委 ) 和 工 中 滤 子 下 的 倍 子 ,使 上 一 下 不 是 上 中 的 理想 . 


$1.3 Boole 人 代数 
$1.3.1 Boole 代 数 


定义 1,3,1 设 (L, 坊 ) 是 有 界 分 配 格 ,1 与 0 分 别 是 上 的 最 大 元 与 最 小 元 .如 

困 工 上 有 一 自 映射 “;L->L 满足 条 件 

aVa’ =|， aha’ =0, (1.3.1) 
则 称 (L ,所 ) 为 Bonie 代数 ,运算 ' 称 为 补 运算 . 这 时 也 常用 ( 工 ,<<,) 更 明确 地 青 示 
Boole 代 数 . 设 i0,11CMCL, 目 M 对 VY, A, 运算 封闭 , 则 称 M 为 上 的 子 Boole 
代数 . 

例 1.3.2 (i) 在 分 配 格 (8(X),C) 中 规定 4 = 和 -AUAE3(X) 刚 AV 
A =AUA'=X,AAA’=ANA’=2. 因 为 XX 与 分 别 是 P(X) 的 最 大 元 与 最 
小 元 ,所 以 (1.3.1) 式 成 立 , (8(X),C) 是 Boole 代数 , 称 为 宕 集 Boole 代数 . 任 取 4 
CPLX), 则 | 名 ,A ,A', 久 | 是 (多 (X), 己 ) 的 一 个 子 Boole 代数 . 

(ii) 全 序 集 10,1| 是 最 简单 的 非 暗 化 的 {多 于 1 个 元 的 )Boole 代数 ,这 里 规定 
0'=1,1 =0. 

Gii) Boole 代数 和 0, 二 的 次 置 10,1}" 也 是 Boole 代数 .事实 上 ,由 命题 1.2.7 
(iv) 知 10,1" 是 分 配 格 ,是 有 最 大 元 (1,…,1) 和 最 小 元 (0,…,0). 按 点 式 方法 规 
定 补 运算 , 即 (4a1，…,a,) = (af an ), 出 易 证 (1.3.1) 成 立 , 所 以 10,1} 是 
Boole 代数 .其 实 窜 指数 x 还 可 换 为 一 般 基数 ,比如 w. 按司 样 的 方法 可 验证 10， 
li* 也 是 Boole 代 数 .10,1}" 与 10,1}“ 也 常 写 为 2" 与 2", 更 一般 地 ,2x 表示 全 体 
从 多 到 10,11 的 映射 之 集 . 从 特征 函数 的 观点 看 ,2x 正 是 X 的 一 切 子 集 之 集 多 
KX), 所 书 谎 针 ) 也 常 写 为 27, 即 (2X, 才 ) 是 Boole 代数 ,这 里 A 志 B, 即 ACB(A,， 
BCX). 我 们 把 集 A 和 它 的 特征 函数 不 加 区 别 , 才 用 A 表示 . 

命题 1,3.3 设 ( 代 , 委 , ) 是 Boole 代数 , 则 


(i) a =a. 

(ii) ae 和 0 当 且 仅 当 六 和 ao 

(iii) (Vai)’ = Aa,,( Aa,)= Var {1,3.2) 
i iE 了 z 了 | 


(1.3.2) 式 称 为 De Morgan 对 侦 律 ， 只 要 其 中 出 现 的 上 、 下 确 界 存在 等 式 就 成 立 . 
证 明 (i) 由 命题 1.2.2(iv) 和 (1.3.1) 式 以 及 分 配 律 得 


$1.3 Boole 代 数 "111.: 


a =a AlaVa)=(a Aa)V(a Ma)={(a Aa)VO=e Aa. 
a=afla Va)=(aAa VlaAa )=aAa. 
由 以 上 二 式 得 a a ,并 县 a 所 a ,所 以 4 =a. 
(让 设 a 所 6, 则 5 Aa 守 5 Ab=0, 从 而 5 Aa=0. 所 以 
b=b AlaVa)=(b Ma V(b Aa’)=b Aa.. 
这 表明 5 所 a .反之 ,着 5 志 a', 则 由 已 证 部 分 和 (i) 得 e =a 所 ”=5, 所 以 a 起 
站. 

(站 ) 由 (这 知 (Ye,) a, 对 每 个 jE I 均 成 立 ,所 以 ( Yai) 所 Ag; . 反 过 来， 
对 每 个 JET 均 有 a 之 A 人 Aa, ,从 而 由 (ii) ,有 | Aai ) ,那么 Yais(Aaf ) .再 
由 (i 和 人 ; 即 得 (Ya;) 之 Aa, .所 以 (1.3.2) 式 中 的 第 一 个 等 式 成 立 ,类似 可 证 
第 二 个 等 式 也 成 立 . 


》1.3.2 Beole 代数 中 的 同 余 关系 与 商 代数 


定义 1.3.4 设 (L ,二 ) 是 Boole 代数 ,a 是 L 上 的 等 价 关系 ,如 果 心 保持 运 
算 V ,A 与 , 即 当 axvb 且 cavd 时 aV ebVd,aAcxbhd,a 之 5 出 称 二 
为 L 上 的 同 余 关系 ， 

命题 1.3.5 设 ( 工 , 专 ，) 是 Boole 代数 , 心 是 上 的 非 平凡 的 同 余 关系 ( 即 ， 
至 少 有 两 个 同 余 类 ). 以 [a | 表示 a 所 在 的 同 余 类 , 令 工 As = |[a]|aELi. 规 定 

[La] 所 [5] 当 且 仅 当 [a]=[aA8],[a] =[a’]， (1.3.3) 

巾 民 会 , 科 ，) 也 构成 Boole 代数 ,叫做 ( 工 , 迄 , ) 关 于 同 余 关 系 乃 的 商 Boole 代 
数 . 

证 明 先 证 明 (1.3.3) 式 中 的 定义 是 合理 的 ,事实 上 , 设 elsea ,记过 , 则 ax 
4 办 六 当 肯 仅 当 aissalA 三 ,aisse 当 且 仅 当 al"sze 由 此 可 知 (1.3.3) 式 中 的 定 
义 与 [e] ,[ 中 中 代表 元 的 选取 无 关 , 因 而 是 合理 的 . 其 次 证 明 ( 工 ez ,过 ) 是 偏 序 
集 . 按 (1.3.3) 式 的 定义 ,由 a=aAa 知 [a jj] 志 [a ] 成 立 ,所 以 所 是 自 反 的 , 设 [ a ] 志 
[8] 且 [6] 所 [aj, 则 由 (1,3.3) 式 得 [a]=[aA5]=[6Aa]=[4], 可 见 ,之 是 反对 
称 的 .再 没 [La] 专 [5],[8] 志 [cj, 则 [a]=[aA5],[5]=[5Ac]. 所 以 由 心 是 同 余 
关系 得 

avaAbaA(bAc)= (a ob) Acaahe, 
即 [La]=[aAAc], 所 以 [aj] 志 [ce]. 这 表明 所 是 传递 的 .所 以 (I /sz, 才 是 偏 序 集 .由 
a=ah (aV6),b=bA(a Yb) 和 (1.3.3) 式 知 [a ] 志 fa Y5], [5] 才 [a VY 5]. 设 
[a 所 [ej ,fj 所 [ce], 则 由 Boule 代数 满足 分 配 律 以 及 aza A cvsspAc 得 
aV baAc) V(bhe)=(aVb)Are 
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即 [a VY 5j=[(a V5)Ac], 所 以 [a ¥ 85] 所 [cj. 这 就 证 明了 [a VY 6] 是 Laj 与 [5j 的 
上 确 界 .类 似 可 证 [a A5] 是 [aj 与 [8] 的 下 确 界 , 即 
[alVl8}j=[aVe],lajAlel=[aAb], a,bEL. (1.3.4) 
由 (1.3.4) 式 以 及 工 满足 分 配 律 立即 推出 L/S 也 满足 分 配 律 , 义 , 由 (1.3.3) 式 知 
[与 [的 分 别 是 三 短 :中 的 最 大 元 与 最 小 元 ,由 兰 是 非 平 凡 同 余 关 系 知 [ 1] 天 [0]， 
此 
[Lajvylej =[ave 1=i,[eJArel =[aAa’]=[0]. 
所 以 (LA , 委 ，) 是 Boole 代数 ， 
命题 1.3.6 设 (全 , 委 ，) 是 Boole 代数 ,< 是 工 上 的 非 平凡 的 同 余 关系 . 今 


I={zEL|zxa01, (1.3.5) 
则 工 是 工 中 的 理想 . 反 过 来 , 设 了 是 工 中 的 理想 ,规定 
assb 当 且 和 仅 当 (aAb)V(a ABET， (1.3.6) 
则 z= 是 L 上 的 非 平凡 的 同 余 关 系 . 


证 明 因为 0==0, 所 以 工 非 室 . 叉 , 关 非 平凡 ,所 以 有 <E 工 ass0 不 成 立 ,所 
以 I 关上 L. 设 xEI,yE1, 则 TS0,y0, 所 以 zxY yO0V0=0, 即 xVYyET. 设 并 
CT,ySt, 则 z= x VY yas0Y y= yy, 从 而 由 x2e0 得 yas0, 即 yET. 所 以 1 是 上 中 
的 理想 ， 

反 过 来 , 设 工 是 上 中 的 理想 ,因为 0G 了 ,所 以 由 (1.3.6) 式 知 ssea, 昌 由 
(1.3.6) 式 天 于 a 与 5 的 对 称 性 知 若 a 有:5 , 则 basa. 所 以 是 反 身 的 和 对 称 的 , 现 
在 设 ae“5 ,pssc, 则 由 了 是 下 集 知 

aAb El,a AbEIbAc ET NAcEGET (1.3.7) 
令 ， 
ahAc=aA(bVBe Ac =(aAbAc) VaAb Ac ytbAc VY AD 
a Ac=a A(bVb )Ac=(a AbAcV (a AB Ac 有 (的 VE 
所 以 由 定义 1.2.14(i) 和 (1.3.7) 式 知 aAc Ef,a’AcET, 那 么 (a Ac)V(a A 
cjET,HJ 见 axsc ,A 还 是 传递 的 ,所 以 心 是 L 上 的 等 价 关系 . 设 assb ,由 (1.3.6) 
式 即 得 a Ap , 设 ab 上 且 cazq, 则 
aApb ET,a AbELT, cAd' EI,c ACET (1.3.8) 
由 De Morgan 对 偶 律 知 
(aVoAlbYd) =(aVoOAp Ad 
=(ahb Ad VtcAb Ad’) 
(lahb V(tcAd’), 
(aVc) A(bVad)=a Ac AlbYa) 
=(a Ac Abp}VY(a Ac Ad) 
{a Ab)V (ce Ad). 
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所 以 由 (1.3.8) 式 以 及 了 为 理想 知 
[(aVe)A(b Va) Yl(aVe)y AlbY ad)]EL. 
所 以 a Vc 之 Bb Va , 羔 似 可 证 a Ac 守 5Ad, 所 以 过 是 工 上 的 同 余 关系 .因为 1 疙 
1 所 以 由 (1.3.6) 式 知 120 不 成 立 , 可 见 疙 是 非 平 几 的 . 
设 了 是 蕊 中 的 理想 , 则 由 命 感 1.3.6, 了 可 按 (1.3.6) 式 导出 上 上 的 一 个 同 余 
关系 ,那么 由 命题 1.3.5, 可 得 一 商 Boole 代数 了 As ,这 个 代数 也 常 记 作 了 
命题 1.,3.7 设 了 是 Boole 代数 ( 工 , 科 ，) 中 的 素 理想 , 则 
L/AIS10,1|, (1.3.9) 
即 , 工 关于 素 理想 的 商 Boole 代数 同 构 于 仅 含 两 个 元 的 Boole 代数 0,1|. 
证 明 因为 了 是 素 理想 ,所 以 任 取 aEL, 由 aAa =0EIT 知 aE1 或 a’El. 
车 a1, 则 
(aAONV (ta AND)=(a ADYO=aELl. 
所 以 由 (1.3.6) 式 知 ass0. 若 a 了, 则 a ET 这 时 由 
(aAlT}V(a Al)=(a A Ya’ =a ET 
和 (1,3.6) 式 知 ass]1. 可 见 工 关于 疙 只 有 两 个 同 余 类 [0] 和 [1]. 所 以 (1.3.9}) 式 成 
也， 
例 1,3.8 在 (多 (X), 己 ) 中 任 取 一 单元 素 集 |a|, 今 
I=1AE(X)|atA|, (1.3.10) 
则 易 验 证 了 是 多 (外) 中 的 素 理 想 ,这 时 工 /VI 只 含 两 个 同 余 类 ,一 个 是 了 自身 , 另 一 
个 则 是 ia1, 即 ,的 一 切 包含 元 素 a 的 子 集 之 集 . 这 里 [1]=[] 和 1a4|= 
[X] 分 别 是 LVI 的 最 小 元 0 和 最 大 元 1， 
注 1.3.9 由 (1.3.10) 式 可 见 ,P(X) 中 可 以 有 许多 不 同 的 素 理想 , 实际 上 
了 (X) 中 素 理 想 的 个 数 不 少 于 多 中 元 素 的 个 数 .显然 这 些 素 理想 的 交 等 于 {7| .这 
一 事实 可 以 推广 为 ; 
命题 1.3.10 设 (LL, 护 , ) 是 Boole 代 数 , 则 寺中 所 有 素 理想 的 交 等 于 0|. 
证 明 因为 每 个 理想 均 合 有 上 的 最 小 元 0, 所 以 10i 包含 于 每 个 素 理想 . 任 取 
天 0, 以 上 只 需 证 寺中 有 素 理想 上 使 < 千 了 .不 妨 设 e 径 1, 这 时 ce 么 0, 显 然 不 出 
于 主 理想 ya ,因为 反之 则 由 aE ye 得 saVYa =1TE ye ,从 而 a =1, 这 与 a 关 
0 要 矛盾 . 令 .天 11| 了 是 中 的 理想 且 a 蕊 了, 则 由 ya’ E58 知 5 非 空 . 设 J* 是 5 
中 的 理想 按 包 含 序 所 成 的 链 . 易 证 4* 中 各 理想 的 并 U2* 仍 是 不 含 a 的 理想 , 它 
自然 是 .4" 中 各 理想 的 上 界 , 妈 ,5 中 的 链 均 有 上 界 .所 以 由 Zorn 引 理 知 .中 有 一 
极 大 元 , 记 为 了” .可 以 证 明 六 就 是 (不 含 a 的 }) 素 理想 .事实 上 , 任 取 xEL. 设 z 
千 了 ” , 令 
I=|uVilutr,tE1’}, 
则 易 见 了 是 下 集 , 且 工 中 任 二 元 之 并 仍 属 于 于 , 即 7 满 趾 理想 的 条 件 (i) 与 (让 . 因 
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为 了 包含 着 极 大 理想 1* , 且 至 少 比 1" 多 一 个 元 zx, 所 以 有 aE1, 即 ,存在 Ef" 
使 a 所 xz VY 4. 再 设 y 和 六 , 同 理 有 1sET* 使 4a 坊 yVi2. 令 t=t1Vt2, 则 2EI* 
且 aszViaSsyVi, 从 而 

a(rVtAlyVt)=(rAy) Vt. 
所 雇 由 a 仿 1" 知 zz 人 Ay 伟 了" .所 以 了“ 是 案 理 想 . 


$1.3.3 ”Boole 代数 的 表示 定理 和 完备 性 定理 


命题 1.3.11 (Boole 代数 的 表示 定理 ) 任 一 Boole 代数 都 局 构 于 基 守 集 Boole 
代数 (3(X) , 己 ) 的 子 Boole 代数 ,也 即 形 如 10,112 的 Boole 代数 的 子 代数 ， 

证 明 设 ( 工 , 科 ，) 是 Boole 代数 , 令 Lo= 工 10}, 任 取 a ELo, 由 命题 
1.3.10, 存 在 上 L 中 的 素 理 想 使 4a 亿 工 , 由 命题 1.3.7, 上 L 代 归 [0,1|. 令 M 
= LZ, 则 M 生 10,1159. 作 上 映射 p: 工 一 M 如 下 : 


rE LL, 
PON(a)=Eiyl, 3ELaELo (1.3.11) 
这 里 Ly]。 表示 y 在 L/I, 中 的 同 余 类 ([y]。 只 能 是 [03. 或 [11,), p(y)(a) 表 示 


g(y) 在 1 LVI 中 的 a- 华 标 , 即 p(y) 作 为 M 中 的 元 在 射影 映射 ;NM-> 工 人 


下 的 像 .因为 对 每 个 zE Lo 均 有 1€111,, 所 以 g(1) =1w. 间 理 w(0) = 0w, 即 
lw0muE p(tL). 设 x,y&E 上 , 则 
vrV ya)=[rV y= [rj Vly), 
= p(x)(a)V ply) (a)= (p(xr)V p(y)){a), aEL. 

所 以 p(x Vy)= p(xz)V p(y). 类 似 可 证 g(rAy)=p(z)Ay(y), g(r )= 
(p(xz)) .所 以 g 是 同 态 . 易 证 Boole 代数 的 同 态 像 仍 为 Boole 代数 ,所 以 gp( 工 ) 是 
M 的 子 Boole 代数.9p: 上 一 p{( 工 ) 自 然 是 满 射 .以 下 证 明 wp 是 单 射 . 设 r,yE 工 ,x 
去 y, 则 所 yy 与 y 翅 x 至 少 有 一 个 不 成 立 . 设 z 丢 y, 则 xz 村 Vy. 这 时 可 仿 命 题 
1.3.10 的 证 明 得 出 一 个 包含 y 但 不 包含 x 的 素 埋 想 五 .由 (1.3.6) 式 知 yE [0]， 
但 z 生 [0]， 所 以 gp(z) 天 9p(y) ,这 证 明了 gp:L 一 9p( 工 ) 是 同 构 映射 , 即 ,L 同 构 于 
M 或 10,1| "的 一 个 子 Boole 代数 ,也 即 工 同 构 于 (人 绕 上 0), 己 ) 的 一 个 子 Boole 代 
数 . 

注 1.3.12 宪 集 Boole 代数 9(Lo) 是 简单 而 直观 的 ,因为 这 时 V ,A ,就 是 
通常 集 的 并 、 交 、 补 运算 .如 果 把 集 换 成 相应 的 特征 函数 , 则 10,1|m% 是 若 于 最 简单 
的 Boole 代数 10,1| 的 乘积 ,因为 乘积 中 元 的 序 是 点 式 序 , 上 每 个 坐标 只 有 0.1 两 
个 选择 ,所 以 不 论 指数 | Lo| 有 多 大 , 它 的 结构 都 是 简单 明了 的 ,这 正 是 Boole 代数 
表示 定理 的 意义 所 在 , 又 ,Boole 代数 还 有 一 个 Stone 表示 定理 , 它 说 一 个 格 工 是 
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Boole 代数 的 充 要 条 件 是 它 同 构 于 某 个 紧 零 维 Hausdorff 拓扑 空间 的 开 集 格 ,不 过 
这 个 定理 与 本 书 内 容 无 关 , 下 面 要 用 到 的 基 命 题 1.3.11 所 述 的 表示 定理 ， 

定义 1,3.13 一 个 Boole 等 式 是 一 个 公式 

天 了 二 |， 

这 里 f(x,… ,zn) 是 由 各 变 元 xl1，…,z， 通过 二 元 运算 Y 与 人 以 及 一 元 运算 “作用 
后 得 出 的 函数 . 

例 1.3.14 xzIV zi =1,(xi 信 x2)Y x Vz =1 都 是 Hoole 等 式 , 如 果 拒 Xl 
与 za 理解 为 Boole 代数 中 的 元 ,把 VY ,A ,理解 为 这 个 Boole 代数 中 的 运算 ,把 1 
理解 为 这 个 Boole 代数 中 的 最 大 元 , 则 以 上 黄 个 Boole 等 式 是 成 立 的 .又 ， XIY I]1= 
1 积 zAz2 =1 也 都 是 Boole 等 式 ,人 得当 z1 与 ro 可 以 变动 时 ,它们 在 任何 非 平凡 
的 Boole 代数 中 都 不 成 立 . 

命题 1.3.15 (Boole 代数 的 完备 性 定理 ) 一 个 Boole 等 式 在 每 个 Boole 代数 
中 都 成 立 的 充 要 条 件 是 它 在 Boole 代数 10 ,寺中 成 立 . 

证 明 只 需 证 明 一 个 Boole 等 式 车 在 i0,1| 中 成 立 , 则 它 在 每 个 Boole 代数 中 
都 成 立 . 设 


(1.3.12) 


fim )=1 {1.3.13) 
是 一 个 Boole 等 式 , 它 在 可 ,1 中 成 立 , 即 ,无 论 给 六 ，…， ? 贱 子 怎样 的 0-1 序列 
值 ,经 运算 后 其 值 等 于 1. 现在 考虑 Beole 代数 M=10,1|X(X 关 C2). 令 有 
多 在 M 中 取信 ,这 时 每 个 交 有 | 民 | 个 坐标 , 以 (六 )。 记 半 的 > 坐标 (xzE 和 )》 则 各 
入 在 M 中 的 运算 可 按 点 实现 , 即 
Cp de) BY) RV (W)CAD)= CH) A (Cy),. 
(1.3.14) 
由 假设 条 件 ， 
fn (mh)s)=1,, rEX. 
所 以 由 (1.3.14) 式 及 (fn,…, 坟 ))， A , (加 )z) 得 
所 而， 为) Hr (pa,( 吉 ):) = 1, = = lm. 
即 Bocle 等 式 (1,3 3.13) 式 在 可 中 成 立 又 ,一 个 Boole 等 式 若 在 菜 Boole 代数 中 成 
立 , 则 它 显然 也 在 这 个 Boole 代数 的 各 子 代数 中 成 立 . 所 以 由 命题 1.3.11 即 得 
Roole 代数 的 完备 性 定理 . 
注 1.3.16 设 (L ,入 ) 是 Boole 代数, 在 1 上 定义 著 涵 运算 ~;L?>L 为 
a>b=a’ Vb, a berL. (1.3.15) 
则 
ti 设 汪 是 工 上 保持 运算 V ,人 与 的 同 余 关系 , 则 由 (1.3,15) 式 知心 也 保持 


"16: 第 一 章 预备 知识 


昔 涵 运算 一 ,从 而 在 商 Boole 代数 ( 工 /es, 志 ，) 中 有 [aj 一 [5b]=[a=b]=[a’V6] 
=[a] VI[#s]. 

(这 定义 1.3,13 中 的 Boole 等 式 概 念 也 可 以 作 形 式 上 的 扩充 , 即 ,(1.3.12) 式 
的 函数 了 中 也 允许 出 现 蕴涵 运算 , 因为 由 (1.3.15) 式 知 e-*& 只 不 过 是 a V5 的 
男 一 种 写法 ,所 以 这 种 扩充 形式 的 Boole 等 式 与 原 Boole 等 式 没有 实质 的 不 同 . 因 
而 Boole 代数 的 完备 性 定理 对 这 种 扩充 形式 的 Boole 等 式 仍 成 立 . 


习 题 三 


1. 设 工 ,M 是 Boole 代数 ,ff;L 一 M 是 同 坊 映射 ( 即 ,f 保 VYV ,A 与 ). 试 证 
LL) 是 M 的 子 Boole 代数 ， 

2. 设 工 = [1,2,3,5,6,10,15,30| 是 30 的 各 个 因子 组 成 之 集 ,在 工 中 规定 4 
二 上 当 且 仅 当 a |b (a 整除 6),a’ = . 斌 证 

(i) (上 ,二 ) 是 Boole 代数 . (提示 : 先 证 去 是 贪 序 ,再 证 ( 工 , 扫 ) 是 有 界 格 ,最 
后 借助 (ii) 完成 证 明 ) 

(i ( 工 ,二 ) 综 (8B(X),C), 这 里 天 = |a,55,c) ,并 通 出 类 似 于 图 1.1 的 图 来 
表明 二 者 间 的 一 一 对 应 ， 

又 ,36 的 各 因子 之 集 是 否 也 可 以 按 上 述 方 法 作成 Boole 代数 呢 ? 42 呢 ? 

3. 设 到 是 非 空 入 ,十 与 ' 是 轩 上 的 二 元 和 运算 ,是 下 上 的 一 元 运算 , 且 义 有 特 
定 元 日 与 1 ,如 果 

(i) 二 与 都 是 交 久 的 与 结合 的 ， 

(ii) 0 是 加 法 (+ ) 的 零 元 ,1 是 磁 法 (，) 的 单位 元 ， 

Gili) 二 与 :是 相互 分 配 的 . 

(iv a+a =1,a'a’ =0., 
则 称 { 尖 ,+ ,*，,0,1) 为 Boole 代数 , 试 证 : 若 规定 sc 当 且 仅 当 a + 双 = 思 , 则 { 太 ， 
会，) 成 为 定义 1.3.1 意义 下 的 Boole 代数 . 反 过 来 , 设 ( 工 , 雪 ,是 定义 1.3 1 意义 
下 的 Boole 代数 , 设 + 与 .分 别 为 YV 与 信 ,证 证 { 工 , +， ,0,1) 是 林 题 意义 下 的 
Boole 代数 ， 

4. 设 z= [a,b,ci,L=(3(z),C). 

全 斌 证 : 工 中 共有 3 个 素 理想 . 

(i) 对 于 工 的 7 个 非 零 元 ,各 选 一 个 素 理 起 与 之 对 应 . 

( 启 ) 设 AEL 一 | 所 | ,以 I 记 有 A 所 对 应 的 素 理 想 ,验证 L/T 10,1|. 

(Gi) 令 M= [| 15 1A 关 名 | , 则 M10,1]7. 祖 据 (1.3.11) 式 明确 二 出 
同 构 旗 入 gp;L->1M 来 . 


第 二 章 命题 演算 
8$2.1 命题 及 其 符号 化 
$2.1.1 简单 命题 与 复合 命题 


命题 就 是 陈述 名 ,以 下 各 陈述 名 都 是 命题 ， 

(iD 邻 天 是 星期 二 . 

(i) 并 非 今天 是 星期 一， 

(ii) 16 是 偶数 ,并 划 16 是 素数 ， 

(iv) v 等 于 zx, 或 者 Y 工 等 于 一 

(vy) 如 果 今 天 是 星期 二 ,那么 明天 是 中 秋 节 . 

(vi) 如 果 并 非 明天 是 中 秋 节 ,那么 并 非 今天 是 星期 二 . 
以 上 人 是 简单 陈述 名,(i 一 (vi) 中 划 黑 线 的 部 分 也 都 是 简单 陈述 名 ,它们 都 不 
再 售 有 更 简单 的 陈述 名 ,这些 陈述 甸 就 是 简单 命题 .命题 (ii) 一 命题 (vi) 都 不 是 篇 
单 陈述 句 ,它们 是 复合 命题 .复合 命 感 出 简单 命 感 通过 连接 词 “ 并 非 *“ 并 且 " “或 
者 "以 及 "如果 … ,那么 …” 等 组 合 而 成 ， 

命题 演算 理论 不 关心 一 个 个 具体 的 简单 命题 是 真 述 是 假 . 比如 , 命题 演算 理论 
不 关心 命题 (i) 和 命题 (vy) 是 否 为 真 , 它 关 心 的 是 各 种 命题 之 间 的 关系 ,以 下 关系 
就 属于 命题 演算 研究 的 范围 ; 

“如 果 命题 {i) 为 真 , 则 命题 (ii) 为 假 ”， 

“如 果 命 题 { 记 为 真 , 则 命题 (i) 为 假 ”. 

“命题 (v) 为 真 当日 仅 当 命 题 {vi) 为 真 ”. 
再 如 ,命题 演算 理 沦 不 关心 “并 非 张 三 又 高 ,又 胖 、 叉 懒 "是 真 还 是 假 ,但 它 知道 上 述 
命题 和 “ 张 三 不 高 或 者 不 胖 、 或 者 不 懒 " 是 等 价 的 . 


$2.1.2 用 符号 表示 命题 


数理 逻辑 的 特点 在 于 用 符号 去 表示 命题 在 命题 演算 中 我 们 用 p1,p;,…, 去 
表示 简单 命题 ,并 把 它们 叫 命题 变 元 或 原子 命 旺 , 然 后 引 八 滩 辑 连接 词 一 表示 “并 
非 ”, 并 分别 用 逻辑 连接 词 A 、V 与 一 表示 “并 且 ”"、“ 或 者 "与 “ 冀 涵 ,这样 就 可 以 由 
原子 命题 出 发 借助 于 上 述 的 连接 词 去 表达 各 种 复杂 的 复合 命 感 了 . 比如 ,用 pi 表 
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示 前 面 的 命题 (i) , 则 命题 (ii) 就 是 一 pj. 分 别 用 ps 和 ps 表示 "16 是 偶数 "和 “16 
是 素数 ”, 则 命题 (ii) 就 是 py 人 pa4. 分 别 用 ps 和 pe 表示 “今天 是 星期 二 "和 “明天 
是 中 秋 节 ” ,那么 (v) 和 (vi) 就 分 别 可 表示 为 ps 悦 ps 和 一 pe 一 一 ps. 分 别 用 思 )， 
ps 和 py 表示 " 张 三 高 "“ 张 三 胖 ”" 和 “ 张 三 册 ”, 则 上 节 末 的 两 个 命题 就 可 以 分 剿 表 
术 为 一 (p7 信 pspy) 和 一 py -pg 一 po. 这 时 上 一 节 的 最 后 两 个 论断 就 可 分 
别 表示 为 
ps*pe 7pe 7ps (2.1.1) 
和 和 
prA psA poy) 7 pV 7 pey po. (2.1.2) 
这 里 “av" 表 示 逻 辑 等 价 , 它 的 严格 定义 将 在 以 后 给 出 .用 符号 表示 命题 可 以 精确 而 
于 广泛 地 反映 命题 癌 的 关系 ,以 (2.1.2) 式 为 例 , 它 反映 了 一 类 命题 间 的 等 价 关系 ， 
不 论 p7, ps 和 ps 表示 什么 命题 ,具有 (2.1.2) 式 左边 结构 的 复合 命题 总 是 和 具有 
(2.1.2) 式 右边 结构 的 复合 命题 等 价 . 比如 ,分 别 用 加, ps 和 加 表示 “A 是 下 集 ” 
入 有 最 大 元 "和 "4 是 链 ", 则 “并 非 A 又 是 下 集 ,又 有 最 大 元 、 六 是 链 " 就 等 价 于 
并非 4 是 下 集 .或 并 非 4 有 最 大 元 ,或 并 非 A 是 链 ”, 也 即 等 价 于 “A 不 是 下 集 、 
或 4 没有 最 大 元 或 4 不 是 链 ”符号 化 的 方法 是 从 实际 背景 中 抽象 出 来 的 .命题 
演算 这 种 符号 化 的 理论 自然 也 就 可 以 用 于 解决 实际 问题 ， 
一 个 原子 命题 p; 既 可 以 表示 真 命题 ,也 可 以 表示 假 命题 ,所 以 它 也 叫做 命题 
变 元 ,但 由 原子 命题 通过 -7, V ,A 与 -> 等 连接 词组 成 的 复合 命题 则 可 以 是 永 真 的 
命题 ,比如 py>pi, pip2) 阅 (一 py 一 p1) 和 一 (pi 人 Pr)Y( 一 piY 一 所 ) 等 
都 是 永 真 命题 ,不 论 pi 与 ps 是 真 还 是 假 ,这 些 复合 命题 总 是 真 的 . 当然 ,更 多 的 
复合 命题 其 真 假 依 束 于 组 成 它们 的 原子 命题 的 真 假 ， 比如 , p1>p2, pi A pz h ps 
等 就 是 如 此 ,前 者 只 有 当 p; 为 真 或 p| 为 假 时 才 是 真 的 ,后 者 只 有 当 D1, P2, ps 都 
真 时 才 是 真 的 .注意 ,在 本 章 中 我 们 把 原子 命题 作为 整体 来 对 待 .不 再 考虑 什么 是 
它 的 主语 ,什么 是 它 的 谓语 .所 以 这 种 四 辑 叫 命题 演算 或 命题 思 辑 .在 下 一 音 中 我 
们 将 进一步 把 命题 分 拆 开 来 ,研究 主 庄 , 谓 语 等 , 那 是 谓词 演算 或 谓词 逻辑 的 内 
容 了 . 


习 题 四 


1. 举 出 简单 命题 pi 与 po 的 例子 使 得 

(i) ppz 为 真 ,psp 为 假 ; 

(i pip2 和 py) 都 真 ,但 pj 与 ps 不同. 
2. 举 两 个 例子 表明 (2,1.1) 式 的 正确 性 . 

3. 举 两 个 例子 表明 (2.1.2) 臣 的 正确 性 . 
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vA)=—v(A), vA>B)= vA)rv(B), (2.2.5) 

则 称 v 为 F(S) 的 赋值 ,w(A) 也 则 公 式 A 的 赋值 .FF(S) 的 全 体 赋值 之 集 记 作 局. 

注 2,2.4 (i) 赋值 就 是 我 们 说 的 “裁判 ", /2 就 是 “裁判 团 ” ,这 种 借助 于 F(S) 
以 外 的 Boole 代数 10,1| 和 赋值 来 研究 逻辑 的 方法 叫 语义 理论 (semantics). 

(iD 和 任 一 会 式 的 赋值 都 是 一 个 数字 0 或 1, 所 以 (2.2.5) 式 中 两 个 等 式 右边 都 
按 (2.2.4) 式 去 计算 . 

4ii) 因为 F(S) 是 5 生成 的 自由 代数 ,所 以 一 个 赋值 完全 由 它 在 原子 公式 
集 S 上 的 值 所 决定 , 即 ,z 由 wlS 所 决定 ,这 是 因为 一 旦 在 各 原子 公式 pp , py,… 
处 的 值 已 确定 , 则 在 一 pi1,p1 一 pa,{p1 一 ps) 一 ps 等 公式 处 的 值 就 可 按 (2.2.5) 
式 计算 出 来 .比如 , 设 A= p> 一 (p>p3), 则 v(A) 的 值 完全 由 vw(p1),v{ ps) 和 
wv(p;3) 的 值 所 决定 , 见 下 表 2.2.1. 


表 2.2.1 


vp1) vlp,) vps) opr=(pr™p3)) 

0 0 0 1 

| | ! 
1 |! | OO 


0 
1 
一 | 
1 
0 


反 过 来 , 任 一 贞 射 v0; S-*{0,1| 都 可 以 扩充 为 一 个 赋值 v:F(S)==10,1} ,满足 条 
件 w0= wlS. 
tw 设 o:F(S) 10,11 是 赋值 , 则 o 保持 F(S) 中 的 运算 -与 >. 又 ,由 
(2.2.1) 式 与 (2.2.2) 式 知 V 与 人 均 可 由 一 与 > 表达 ,所 以 也 保 运 算 V 与 A, 即 
vAVB)=v(A)V v(B),v(AAB)=v(A)Av(B), (2.2.6) 
这 里 10,1| 中 的 运算 Y 与 人 也 像 (2.2.1) 式 与 (2.2.2) 式 一 样 ,a V4 与 a Ab 分 别 
表示 一 a 一 b 与 一 {e 一 一 加). 容易 验证 
aV b=maxfa,bl,a Ab=minla,b}, (2.2.7) 


$2.2.2 重 言 式 与 矛盾 式 


定义 2.2.5 设 4EF(S), 若 对 每 个 赋值 u€ 0 都 有 *(A4)=1, 则 称 4 为 重 
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言 式 (tautology). 若 对 每 个 赋值 vu€ 0 都 有 wv(A)=0, 则 称 A 为 矛盾 式 (contradic- 
tion) ,全 体重 言 式 之 集 与 全 体 矛 盾 式 之 集 分 别 记 作 Tau 与 Contr, A 是 重 言 式 也 记 
作 上 4. 

通俗 地 说 , 若 每 个 裁判 都 给 A 打 | 分 ,4 就 是 好 公式 , 叫 重 言 式 . 若 每 个 裁判 
者 给 4 打 0 分 , 则 A 就 是 坏 公 式 , 叫 矛 盾 式 . 当然 ,大 多 数 公式 既 不 好 也 不 坏 , 既 
不 是 重 言 式 也 不 是 矛盾 式 . 

例 2.2.6 容易 通过 对 pi 与 p; 的 各 种 可 能 的 赋值 直接 验证 p1 一 pp , p1 一 
(pa*p1) 等 部 是 重 吝 式 , 一 (pip1) ,一 p1 A 记 1, 等 都 是 予 盾 式 , p> py, pi 人 
pz 了 ps,Pp1Y ps 等 既 非 重 言 式 , 也 非 了 矛盾 式 . 

定 凡 2.2.7 设 A,BEFK(S). 如果 对 每 个 v€0 均 有 wv(A)=wlB), 则 称 AA 
与 B 逻辑 等 价 , 记 作 Aa8. 

命题 2.2,8 设 4,BEF(S), 则 下 列 条 件 彼 此 等 价 ， 

(1) AB; 

(i) A=BETau BH BAETau; 

(i) ABETau, 这 里 AB-(AB)A(B-=A); 

(iv) A BB—A. 

证 明 (0) 地 (0) . 设 AxB, 任 取 vEQ, 则 vw(A)=w(B). 所 以 由 {2.2.5) 式 
和 (2.2.4) 式 知 v( AB)=v(A)>v(B8)=1, 所 以 A-*BE Tau. 同 理 HAE 
Tau， 

(二 (ii) . 设 4 一 3,B 一 AGETau, 则 任 取 vED, 有 z(A-B)= v(B—>A) 
1 所 以 出 (2.2.6) 武 得 v(AB)=v((A->B)A(B->A))-v(A>B)A 
v(B=>A)=1A1=1. 所 以 A BE Tau, 

6) 闻 (iv) . 设 AmBETau, 则 任 取 vE0, 有 vA=>B)Av(B==A)=1, 从 
而 vtA=>B)=v(B xA)=1, 所 以 A=BasB—A. 

Civ) 过 (i) - 设 4Bse BA, 则 仔 取 ED 有 zu(4>B)=a(B-A) 由 
(2.2.5) 式 得 v(A)v(B)=w(B) 一 wv(A). 再 由 (2.2.4) 式 知 vA)—vu{B)= 
vB)v( 太 )=0 不 可 能 ,所 以 v(tA)—v(B)= vu(B)-=v(A)=1. 这 时 笛 由 
(2.2.4) 武 知 wv( 和 A)=w(B) 成 立 .所 以 由 wv 的 任意 性 知 AB. 

命题 2.2,9 设 A,B,CEF(S), 则 

AVESBY A,AABSBAA, 
AV(BVYC)S(AVB)VC,AA(BAC)IE(AABIALC, 

AA(BVC)SCAABIV CAAC), AV(BACS AVBIACAY CY). 
即 , 在 逻辑 等 价 的 意义 下 ,VY 与 A 部 是 交换 的 与 结合 的 ,并 且 可 以 相互 分 配 . 

证 明 因为 0,1 两 个 数字 的 取 大 与 取 小 运算 是 交换 的 与 结合 的 ,并 日 是 相互 
分 配 的 ,所 以 由 (2.2.6) 式 即 得 本 命题 . 
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注 2.2.10 {i) (2.2.4) 式 中 的 条 件 “a 一 5 =0 当 且 仅 当 a=1 且 586=0" 也 可 
以 写成 “a 一 5 二 1 当 且 仅 当 a=1 且 586= 人 0 不成立”. 所谓 “qa =1 且 56=0 不成立”， 
有 即 az = 有 =0 或 =p=1 或 e=0 且 占 =1. 这 可 用 a 所 5 来 概括 ,所 以 (2.2.4}) 式 中 
关于 ae 一 二 的 定义 也 可 写成 
a 了 b=1 当 且 仅 当 ae 委 总 (2.2.8) 

利用 (2.2.8) 式 证 明 命题 2,2.8 会 更 方便 一 些 . 比如 ,由 (2.2.8) 式 立即 看 出 e = 
当 目 仅 当 ea 一 5=5>a= 上 .所 以 (i) 与 (ii) 等 价 .这 一 点 还 可 以 用 于 上 面 的 证 明 
(jv) 地 (i) 中 . 

(ii) 由 命题 2.2.9, 在 逮 辑 等 价 的 意义 下 ,我 们 可 以 谈论 “4 ,…, 4 的 析 取 ” 
而 不 管 哪 两 个 公式 先 作 析 取 , 哪 两 个 其 次 ,等 等 ,并 以 VY [A,|i=1,…,n| 来 表示 
及 A 的 析 取 . 对 合 取 也 有 类 似 约定 . 

命题 2.2.11 (语义 MP 规则 ) 设 BEEF(S). 如 果 A—>BETau 有 目 A ETau, 
则 BE Tau, 

证 明 任 取 wvER. 由 A>BETau 知 w{A)>w{B)=1, 所 以 由 {2.2.8) 式 知 
v(tB) 之 vt 及 ) .但 AETau,wv(A)=1, 所 以 vw(B)= 1 ,从 而 BE Tau. 

注 2.2.12 在 §2.3 中 将 讨论 命题 演算 的 诸 构 理论 , 即 不 借助 于 F(S) 以 外 
的 10,1| 和 赋值 而 在 F(S) 自 身 中 展开 的 形式 化 的 推理 理论 ,在 那里 最 基本 的 推理 
规则 是 Modus Ponens, 简 称 MP 规则 或 MP， 也 称 为 分 离 规则 , 它 说 从 A 一 B 与 A 
可 得 B. 特 别 是 当 4-> 有 与 4 都 是 (以 后 要 讲 的 ) 定理" 时 ,有 也 是 “定理 .本 节 中 
只 讲 语义 理论 ,因为 命题 2.2.11 的 结论 “车 A- >B 与 4 都 是 重 言 式 , 则 B 也 是 重 
言 式 " 与 上 述 的 MP 规则 相对 应 ,所 以 我 们 称 其 为 语义 MP 规则 ， 


》2.2.3 由 合式 公式 导出 的 Boole 函数 


定义 2.2,13 函数 ;10,1|*>|0,1iMY 元 Boole 消 数 (nE.. 

通俗 地 讲 , x 元 Boole 函数 就 是 以 长 度 为 * 的 0-1 序列 为 变 元 并 在 和 0,1| 中 取 
函数 值 的 函数 .如 , 设 F(0,0) = (1,1) = (0,1)=1,f(1,0) =0, 则 得 一 二 元 
Boole 函数 ， 

设 A 是 F(S) 中 任 一 公式 , 则 A 可 借助 于 赋值 而 导出 一 个 Boole 请 数 . 

定义 2.2.14 设 A(pi,…,p,) 是 含有 个 命题 变 元 的 合式 公式 , 它 由 
入 ，… 如 通过 逻辑 连接 词 一 ,一 ，V 与 人 等 连接 而 成 . 设 (7,…, x,)E 10,11". 分 
别 用 zz 取代 ACpi,…, 记 ,) 中 的 1,…, 记 ,, 并 按 (2.2.4) 式 和 {2.2.7) 式 理 
解 一 ,一 ,VW 与 人 , 则 得 一 x 元 了 数 , 记 作 及 (zi,…,zx,), 叫 作 公式 A 导出 的 Booje 
荫 数 . 

由 公式 4 可 以 很 方便 地 得 到 它 导 出 的 Boole 函数 下 ,只 要 把 A 中 的 原子 公式 
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#: 换 成 i0,11 中 的 变 元 x; 即 可 .如 ,车 4= 记 一 思 , 则 4(zlz)= zz 车 及 
= 一 py 六 (pz 1) 则 站 (riyzrayz)= 一 拉 一 (zaVz3) 等 等 . 当然 ,还 可 以 利用 
(2.2.4) 式 和 (2.2.7) 式 对 所 得 Boole 函数 进行 化 简 , 如 ,一 ri(zryVzs) 可 化 简 为 
XIY x2 Vx; 即 max|zi, zy zsl, 因 为 由 (2.2.4) 式 与 (2.2.7) 式 易 验 证 
arb=aVb. 
既然 A(x ze) 由 x1,… ,zs 通过 一 ,下 ,VY 与 人 等 连接 而 成 的 方式 恰 如 
上 (pp 由 p1,…, pp 通过 一 ,一 ,与 人 等 达 接 而 成 的 方式 ,所 以 由 赋值 4 
保持 名 关系 一 ,一 ,VY 与信 知 下 述 命 题 成 立 ,其 中 (ii) 是 (i) 的 直接 推论 . 
命题 2,2.15 设 A(pi,…,p)EF(S),vEN, 则 
() vA)=AC( pp), ,vp )). (2.2.9) 
ti) A 是 否 为 重 言 式 可 在 有 限 步 之 内 判定 ,因为 只 有 2* 个 互 不 相同 的 
(让 2) 
基于 同样 的 道理 , 设 (L, 专 ,) 是 任 一 Boole 代数 , 则 (;) 对 同 态 v:F(S)>L 
也 成 立 . 
在 上 面 已 经 看 到 ,每 个 合式 公式 都 导出 一 个 Boole 函数 ,那么 是 否 每 个 Boole 
函数 部 可 由 某 合式 公式 导出 呢 ? 答案 是 肯定 的 ， 
命题 2.2,16 每 个 Boole 函数 都 可 由 某 合 式 公 趟 导出 . 
证 设 产 10,H" 一 10,1 是 二 元 Boole 函数 .如 果 全 等 于 0 邻 A= (piA 
PAprA… 信 pas, 则 了 可 由 A 导出 ,以 下 设 f71(1) 关 履 , 对 原子 公式 jp 约定 
pr = pi;, pi ~ pi. (2.2.10) 
令 
Alpis pa) = Vp A A pe) ri, ra) EF HY,. (2.2.11) 
注意 , 当 z;=1 时 ,把 z; 代 人 六 :( 即 p,) 得 1. 当 zx=0 时 ,把 x 代入 pri( 即 一 p;) 
仍 得 1, 所 以 分 别 用 x1,…, x 取代 pi,…, p, 后 pi A-… 人 人 p= 二 1. 从 面 由 
.2.11) 式 知 当 (z yw, ) EF ID)N A(zi, ,x,) =1. 设 (yj,…, vy, ) 直 
三 《1), 则 对 每 个 (zzz)E F101), (yy ) 了 (x1…,x,) .那么 有 i 过 
使 % 天 二 :这 时 若 z;=1, 则 环 = pp 且 y=0, 所 以 把 y 代 人 总 ( 即 Pi) 得 0. 阁 之 ; 
=0, 则 疗 = 一 pi 且 y%=1, 所 以 把 y 代入 p( 即 一 p,) 仍 得 0. 可 兄 分 别 以 ys 
' 取代 pi，…, ps 后 pr A A p=0. 因为 (xz,…, zn) 是 /71(1) 中 的 任意 元 ,所 
以 由 (2.2.11) 式 知 A(y1,…,y,)=0， 电 之 , 当 (z1 ,TEf ND 时 A(zi,… 
Tj) 当时 Ay ) =0. 所 以 /=A4. 
例 2.2.17 设 3 元 hoole 函数 ;10,1}3 一 10,1} 由 表 2.2.2 给 出 
则 0D=100,0,1),{1,0,0),(1,1,0)4. 所 以 由 {2.2.10) 式 得 
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A(pispar pa3} = pI A pA PY piAopr hp) Vy (piA ph—p3). 
(2.2.12) 
所 网 
和 {TI ;7s 3) = 【一 了 | A— x; 六 区 YY (x: A—zxiA I}Y (x] Axrzf— 73) 
=max((l ~ rz) A{l- ra A rill zr) A(l- zs,), 
让] Axraf(l — ra)l|, 
读者 容易 验证 f= 及 的 确 成 立 . 


$2.2.4 析 取 范式 与 合 取 范 式 


从 (2.2. 日 式 与 (2.2.2) 式 看 出 , 析 取 运算 Y 与 合 取 运 算 人 都 可 以 通过 否定 运 
算 一 与 萄 普 运 算 站 来 表达 .从 潜 辑 等 价 的 观点 看 ,蕴涵 运算 -> 也 可 以 通过 否定 运算 
一 与 析 取 运算 V 或 合 取 运 算 信 来 表达 , 即 
AmBaAYB, AB AA B). (2.2.13) 
(2.,2.13) 式 是 容易 用 赋值 去 验证 的 ,因为 公式 在 赋值 后 V 5 人 就 分 别 成 为 简单 的 
在 0 与 1 中 取 大 与 取 小 的 运算 ,所 以 仅 含 A ,Vy 与 一 的 合式 公式 有 其 方便 之 处 ,就 
像 (2.2.12) 式 那样 ,可 以 方便 地 看 出 何 时 A 的 赋值 为 1. 
定义 2.2.18 设 A(pi,…,p,)EF(S). 则 分 别 当 A 具有 形式 
(QA AQV TY (QA AQ,,) {2.2.14) 
或 
(QV VY QI A A(CQ VY Q,,) {2.2.15) 
时 称 A 为 析 取 范式 或 合 取 范 式 ,这 里 QP 或 Qiy= pj=1 ,i= 1 


mm). 
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例 2.2.19 (2.2.11) 式 与 (2.2.12) 式 中 的 A 都 是 析 取 范式 . (一 py ¥ ps Y 
PP3) A (piYV ps 一 3) 旭 是 合 取 范 式 . 
注 2.2.20 由 原子 公式 或 其 否定 通过 析 ( 合 ) 取 连接 词 连接 而 成 的 公式 叫 简 
单 析 ( 合 ) 取 式 ,如 pl1Y pz VY 一 ps 是 简单 析 取 式 ,pi A p2 是 简单 合 取 式 .简单 析 
【 合 ) 取 式 既 可 看 作 是 析 取 范式 ,又 可 看 作 是 合肥 范 式 .此 外 ,也 可 以 把 几 个 简单 全 
取 式 的 析 取 叫 析 取 范式 ,这 时 每 个 简单 合 取 式 不 必 含有 同样 个 数 的 原子 命题 ,如 
《PiA 一 pa) VY (zp 太一 pz p3). 类 似 地 ,也 可 以 把 几 个 简单 析 取 式 的 合 取 器 合 
取 范 式 ， 
命题 2,2.21 每 个 不 是 矛盾 式 的 公式 都 逻辑 等 价 于 一 个 析 取 范式 .每 个 不 是 
重 言 式 的 公式 都 逻辑 等 价 于 一 个 合 取 范 式 . 
证 明 由 (2.2.9) 式 知 两 个 公式 逻辑 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 导出 相同 的 Roof 
羡 数 , 即 
AB 当 且 仪 当 A=8, (2.2.16) 
设 BEF(S),B 不 是 予 盾 式 , 以 了 记 B 导出 的 Boole 函数 8, 则 Ff-1(1) 关 六 . 设 和 4 
由 (2.2.11) 式 确定 , 则 A 是 析 取 范式 .由 命题 2.2.16 所 证 ,有 = f, 即 A= 请 ,所 以 
由 (2.2.16) 式 知 BazA ,如果 B= B(pl,…,p,) 不 是 重 言 式 , 则 六 上 0) 天 人 必 , 对 原 
子 公式 p; 约定 
pi =—p, p=p, i=1,,n. (2.2.17) 
令 
A(pis pa)= AlphVV psx zn) Ef 0)|, (2.2.18) 
则 4 是 合 取 范式 , 易 证 A= 了 ,从 而 BA， 
注 2,2,22 (i) 如 果 按 注 2.2.20 理解 析 取 范式 , 则 矛盾 式 也 逻辑 等 价 于 一 个 
析 取 范式 一 pA p1. 从 而 每 个 合式 公式 都 逻辑 等 价 于 一 个 析 取 范式 , 又 ,因为 重 言 
式 尿 辑 等 价 于 合 取 范 式 一 加 V pi, 所 以 命题 2.2.21 中 的 限制 条 件 都 可 以 去 掉 . 
(ii) 命题 2.2.21 的 证 明 是 构造 性 的 , 即 , 它 下 只 证 明了 所 说 的 结论 ,而 号 指出 
了 如 何 去 构 造 所 需 的 析 取 范式 或 合肥 范式 . 以 析 取 范式 为 例 , 设 B(p1，,…, p, ) 不 
是 也 慎 式 ,那么 先 列 出 函数 B(x ,…,z,) = (wv(p1),…,v(p,)) 的 取 值 表 , 再 找 
出 使 函数 值 为 1 的 各 向 量 (x1,…, xz, ) ,就 可 按 (2.2.11) 式 作出 所 求 的 析 取 范式 
7. 


§2.2,5 代 人 定理 与 De Morgan 对 侦 律 


命题 2.2.23 ( 代 人 定理 ) 设 A(pi,…,p jEF(S). 
() 老 A(p1,…, PP )ETau, 则 对 任意 的 B1,…,B,EF(S),A(B1,…,B,)€ 
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Tau. 

(0 若 BiszCi0=1 2), 则 ACBi,… ,Bi)EA(CL, Co)， 

证 明 站 设 A(pi,…; py)ETau, 则 A 导出 恒 等 于 1 的 函数 A(zx1,…,zw,). 
设 vE0, 则 由 为 同 套 知 wv(A(B1,…,B,))=A(v(B1),…,o(B,))=1. 所 以 
ACBI,,B,)ETau. 

(说 设 vEQ, 则 vA(B1i,,B,))=A{v(BD),, 0(B,))=A(v( C1),, 
v(C))=v(A(Ci, ,Ga)) .FM A(BL ,BSA(Cl, ,0,), 

例 2.2.24 (i) 通过 给 pi,p; 赋值 直接 看 出 pj A ps 一 pi 是 重 言 式 ,所 以 对 
任 二 公式 A 与 B,A A BA 是 重 言 式 ， 

(i) 设 A= pi*pza,Bi=—(piy p2), C1 = 一 和 太一 加， B= pyr py, Cy 
= pa 一 pa. 容易 验证 BisCl, BassC2 ,所 以 由 命题 2.2.23(i) 知 一 (pV po) 
(par rp) pA p> pa pa). 

命题 2,2.25 设 p,…,p, E58, 则 


—(V Pp)~A op, (AB)~Y pi (2.2.19) 
证 明 以 第 一 式 为 例 进行 证 明 .第 一 式 左边 公式 对 应 的 Boole 函数 为 1 - 
maxi21;…， za 右边 公式 对 应 的 Boole 函数 为 minjl - zi …,1- x,| .容易 验证 
这 两 个 函数 相等 ,所 以 第 一 式 成 立 . 同 理 可 验证 第 二 式 成 立 . 
推论 2.2.26 设 Al,…,A,EF(S), 则 
=(V A AA, = (AA)LY A (2.2,20) 
证 明 由 (2.2.19) 式 与 命题 2,2.8 知 一 (Vp:)<> 人 一 p; 为 重 言 式 ,所 以 由 命 


是 2.2.23(i) 知 了 (A.) 入 一 A 也 是 重 言 式 .这 就 证 明了 (2.2.20) 式 中 的 第 一 
式 . 同 理 可 证 第 二 式 ， 

(2.2,20) 式 叫做 De Morgan 对 偶 律 , 事实 上 对 偶 律 还 可 以 进一步 推广 ,如 
一 (AA(=BYC) 守 一 AY (BA 一 C) 可 由 使 用 两 次 De Morgan 对 侦 律 并 注意 
了 了 BB 而 得 出 ,再 如 一 ((4A 一 BA 一 C)V( 一 DYVYRE))s (一 AVBVC)A 
(DA 一 EE) 可 由 使 用 三 次 De Morgan 对 偶 律 而 得 出 .一 般 地 ,不 难 用 数学 归纳 法 证 
明 下 面 的 命题. 

命题 2.2.27 (一 般 的 De Morgan 对 侦 律 ) 设 和 A 是 仅 合 连接 词 一 ,VW 与 人 的 
合式 公式 ,A* 是 从 A 中 处 处 下 换 Y 与 A 并 把 每 个 原子 公式 换 成 其 否定 式 而 得 的 
合式 公式 , 则 A “~ 一 A. 


32.2.6 模 型 


因为 FR(S) 是 由 S 生成 的 自由 代数 ,所 以 每 个 赋值 w 由 其 在 S 上 的 限制 v1S 
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所 惟一 决定 .因为 1S:S 一 |0,11 是 二 值 映 射 ,所 以 v|S 又 由 (vw|S) (1) 所 惟一 
决定 ,因为 只 昌 知 道 wj5 在 3 中 哪些 命题 变 元 处 取 值 1 ,那么 它 自然 在 其 余 变 元 
处 取 值 0 了 .所 以 每 个 赋值 v 由 它 在 S 中 那些 取 值 1 的 原子 命题 之 集 所 惟一 决 
定 ,以 下 以 vs 记 在 $ 的 子 集 So 中 各 原子 公式 处 取 值 1 旦 在 其 余 原子 公式 处 取 值 
0 的 赋值 . 

定义 2.2.28 设 5 是 全 体 原 子 公 式 之 集 . 

(i) S 的 每 个 子 集 Se 都 叫做 一 个 模型 . 

4 设 AEF(S), 如 果 vs (A)=1, 则 称 So 或 ws ) 为 4 的 模型 , 记 作 So 
A. 

(ii) 设 MCF(S), 如 果 So 是 M 中 每 个 公式 的 模型 , 则 称 S,( 或 vs ) 为 MM 
的 模型 , 记 作 So 上 M. 

(iy) 误 AEF(S),MCF(S), 邵 果 当 SoFM 时 有 SoFA, 则 称 M 语义 蕴涵 
4, 记 作 MFA. 

例 2.2.29 (i) 设 gE SoCS, 则 S56 是 p>q 的 模型 (p€E S) ,可见 公式 po 
有 许多 不 同 的 模型 ， 

(ii) 矛盾 式 没有 模型 . 

kii) S 的 每 个 子 集 都 是 重 言 式 的 模型 ,特别 是 FS ) 的 每 个 子 集 都 语义 殖 涵 
重 言 式 .所 以 A 是 重 言 式 也 写 为 瞩 A. 

tiv) 设 $6=1g|, 则 SoFw， SoEFpg, So pY¥ g(p,q€E Ss). 

四 设 M=|p,p>q,g>r), 则 ME:r(p,g,rES). 

命题 2.2,30 ( 紧 致 性 定理 ) 设 M 是 F(S) 的 无 穷 子 集 . 如 果 M 的 每 个 有 限 
十 集 都 有 模型 , 则 M 有 模型 . 

证 明 以 分 ( 1M) 表 示 M 的 有 限 子 集 构成 的 集 .对 M 中 的 每 个 公式 A, 令 有 
= aE 加 (M)|AEa|, 则 对 M 中 任意 有 限 个 公式 A1,…, A, 市 言 ， 

(As, A {EA NN A AD. 
所 以 艺 (M) 的 子 集 族 卫 = {A|AE M1 具有 有 限 交 非 空 的 性 质 ,从 而 存在 Pr(M) 
上 包含 上 的 极 大 滤 子 9. 由 假设 知 对 每 个 a€ FP(M) ,a 有 模型 .所 以 有 赋值 ”使 
得 v.(A4)=1 对 每 个 AE a 都 成 立 ,现在 作 F(S) 的 赋值 v 如 下 :对 下 (S) 中 的 公 
式 B, 令 
v(B)=1 当 目 仅 当 {a€9(M)|w(B)=1}E2,. (2.2.21) 

先 证 明 由 (2.2.21) 式 定义 的 % 确 为 F(S) 的 赋值 .事实 上 

(ti) 设 v(B)=1, 即 [aeE%(M)|w(B)=ij€ 9, 则 因 |18 Ee 
中 (Mo(B)=0 与 ieE 纺 (M)j wv.(B)= 不 相交 ,所 以 由 多 为 渡 子 以 及 Cf 半 
当知 
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(BEB M)| v=B)=1) = 18ED(M)| va(B)=0) E09. 
从 而 由 (2.2.21) 式 知 v (一 B) = 0. 反 过 来 , 设 w(B)=0, 则 
aEB(M)| vw.(B)=1|& 人 .由 为 B(M) 上 的 极 大 滤 子 知 
BM)~ aEBM) | vB)=1| = 18ED(M)| vet B)=0| 
: =|BED(M)| ve —B)=1 ER. 
所 以 由 (2.2.21) 式 知 vt 一 B)=1, 这 就 证 明了 v( 一 B)=1-v(B). 
(ii) 由 {2.2.2 了 ) 式 以 及 名 为 极 大 滤 子 知 
of(B-*C)=0 当日 仅 当 faE%(M)| v.(B>C)=1|&9, 
当 目 仅 当 8EBA(M)| va(B>C)=0}E9, 
当日 仅 当 8€EB(M)| watB}=1 有 walC)=0|€9, 
当 目 仅 当 jp8E 匈 (M) ve(B)=1 中 
{rEB(M)| w=—0)=1|€9, 
当 目 仅 当 18€EB(M)| wa(B8)=1|E9 
lyES(M)| v0)=1| Eg, 
当 且 仅 当 wv(B8)=1 且 vt 一 C)=1， 
当 且 仅 当 zw(B)=1 且 v(C)=0， 
当 且 入 当 v(B)>v(C)=0. 
所 以 v( BC)=v(B)>v(C), 从 而 w:F(S) 一 10,1| 是 同 态 映射 .这 就 证 明了 。 
是 赋值 . 
其 次 证 明 M 有 模型 . 设 AEM. 由 A= jeE 邹 (M)1AEej EEC 以 及 
务 (MM) 中 的 每 个 6 均 有 模型 日 A 属于 每 个 让 中 的 = 知 , 若 aE€ 有 A, 则 vw_(A)=1. 
所 以 由 和 4 后 他 以 及 多 为 上 集 知 
AC|pES(M)| va( A)=1|€g. 
从 而 由 (2.2.21) 式 知 v(A)=1. 因为 A 是 M 中 的 任 一 公式 ,所 以 就 是 M 的 模 
型 . 


习 题 五 


1. 在 F(S) 上 定义 二 元 美 系 之 为 AB 当 且 仅 当 有 A 一 BE Tau, 读 证 必 是 
F(S) 上 的 预 序 . 又 ,举例 说 明 -< 不 是 F(S) 上 的 偏 序 . 

2. 试 证 以 下 各 式 为 重 言 式 

(1 Aw(—A—B); 

(14 一 (BC)) 一 (4 了 B) 一 (A-=C)). 
提示 : 先 分 别 用 pi,py,p3 取 代 有 A,B,C 证 明 (i) 与 (这 是 重 言 式 , 再 用 代入 定理 ， 
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3, 试 证 

(有 【YA 一 CT)AT DO) 

(D0 (AAB=>OE ATCIV(B * C0); 

GD (A>(B>C)e(B>{A—>C)). 

4. 求 与 公式 (一 pl 说 p2) 玉 一 pa 这 辑 等 价 的 析 取 范式 与 合 取 范式 ， 

5, 关于 公式 A 中 连接 词 的 个 数 用 数学 归纳 法 证 明 一 般 的 De Morgan 对 侦 


0. 证 风 =| 一 4 一 日 ,4 一 对, 一 Cj 试 证 M 语义 蓝 涵 也 ， 

7. 设 A4B 表 示 一 [AVB). 用 仅 例 连接 词 小 的 公式 去 表 这 ， 
(1) —A; 

(ii) AYB; 

[iii) A—8B, 
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在 上 一 节 中 我 们 借助 于 F(S) 之 外 的 Boole 代数 {0,1i 通 过 “裁判 "( 斌 值 ) 打 分 
的 方法 讨论 公式 的 好 与 坏 、 公 式 间 的 一 种 等 价 关系 ( 即 馆 辑 等 价 关系 ) 以 及 基于 这 
种 等 价 关系 的 公式 变形 等 ,在 本 节 中 我 们 不 借助 F(S) 以 外 的 对 象 ,完全 在 F(S) 
自身 中 展开 命题 的 演算 理论 , 即 命题 演算 的 语 构 理 论 . 


$92.3.1 形式 系统 工 


定义 2.3,1 一 个 形式 系统 由 以 下 4 部 分 组 成 ; 
(i) 字符 表 , 一 般 含 可 数 多 个 符号 . 
(0 会 式 集 :由 某 些 有 限 的 字符 串 组 成 之 集 ,其 成 员 叫 公式 ， 
(i 二) 公理 集 ; 由 某 些 公式 组 成 之 集 . 
(iv) 推理 规则 集 : 对 每 条 推理 规则 而 言 , 可 以 从 有 限 多 个 公式 推出 - -个 公式 . 
定义 2.3,2 命题 演算 的 形式 系统 上 是 一 个 特殊 的 形式 系统 . 
(0 工 的 字符 表 为 
下 
(这 工 的 公式 集 F(S) 由 以 下 方法 生成 ， 
第 一 : pI ;2，… 都 是 公式 . 
第 二 ， 若 4 与 也 是 公式 , 则 - ,A 与 4 一 B 也 是 公式 ， 
第 三 ， 再 没有 别 种 公式 了 . 
(iii) 工 的 公理 集 包 含 以 下 三 种 形式 的 公式 : 
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(Ll) 4 一 ( BA) 
(L2) 〔〈4 一 (9C))1( 4) 一 (4 一 CC)) 
(L3) 《〈 一 4-> 一 有 )-( 了 -4)， 
(iv) 工 中 只 有 一 条 推理 规则 , 即 
MP: 从 A 一 B 与 4 推 得 B. 
注 2.3.3 (1) 如 在 $2.2 中 所 述 , 工 中 的 公式 集 F(S) 是 由 S= |pi,p2,…} 
生成 的 自由 代数 ， 
(iD 也 像 $2.2 中 一 样 , 设 A,BEF(S), 则 AVYB 和 AAB 分 别 是 一 A 一 B 
与 一 (A 一 一 B) 的 简写 , A»B 是 (A 一 B)A (BA) 的 简写 . 


$2.3.2 上 中 的 让 骨 和 定理 


定义 2.3.4 工 中 的 一 个 证 明 是 一 个 有 限 的 公式 序列 A1,…, A,. 这 里 对 每 个 
A(iSn) ,Ai 是 公理 ,或 者 存在 j,k<i 使 A; 是 由 A 与 A 使 用 MP 推 得 的 结果 ， 
上 述 证 明 叫 做 公式 A, 的 证 明 . A, 叫做 工 中 的 定理 , 记 作 上 ,A, ,在 不 力 浪 清 时 也 
简 记 为 上 4 .* 叫 证 明 的 长 度 . 

注 2.3.5 (i) 着 4; 是 十 与 4 运用 MP 推 得 的 结果 , 则 A = AAA 或 4 
=A—*A,. 

(说 设 4 … ,A 是 公式 及, 的 证 明 , m 坊 n, 则 A1,…, 4, 是 公式 A， 的 证 
明 . 

(iii) 在 有 了 定理 的 概念 之 后 ,在 定义 2,3.4 中 把 “4， 是 公理 " 挤 成 “A; 是 定 
理 ”, 其 余 不 变 , 则 所 得 结果 仍 为 定理 ， 

例 2.3.6 (i) 下 面 的 wf 序列 (由 上 至 下 ) 是 一 个 长 度 等 于 3 的 证 明 ， 


(1) pi* {pa*p1) (L1) 
(2) p> pep rp>p) (pi* pi)) {12) 
(3) (p> po)*( p>p!) (1),{2),MP 
所 以 Fpr*>p) (p>p1). 

(ii) 试 证 上 A 一 A. 

证 明 (1) (A=((A>A)>A)) > A>(A7A)) AA)) (L2) 
(2) A=>((A—A})—=A) (L1) 
(3) (4 一 (4 一 4)) 一 (4 一 A) {1),(2}, MP 
(4) A—>(A—A) (11) 
(5) A—A (3) ,4), MP 


[ii 试 证 上 一 A 一 (A->B)， 
证 明 (1) 一 A 一 {一 B 一 A) (L1) 
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(2) {—B>—A)>(A—=B) (L3) 
(3) (人 (一 B 一 一 A) 一 (一 日)) (一 有 一休 一 有 -> 一同 ) 一 (4 一 )) (Ll) 
(4) 一 上 一 (人 (一 B- 一 由) 一 (4A 一 症 )) (2),(3), MP 
(31) 一 4 一 太一 昌 一 一 4 一 (4 一 日 )) 

一 (人 (一 和 一 (一 B 一 一 由)) 一 (一 和 一 (4 一 理 ))) (12) 
(6) 【一 4 一 (一 B 一 一 由 一 (一 4 一 (4 一 且 )) (4),(5) ,MP 
(7) 一 4 一 (4 一 日 ) (1) 6) MP 


定义 2.3.7 设 TCF(S). 从 丁 出 发 的 推演 是 一 个 有 限 的 公式 序列 和 Al,…， 
4 ,这 里 对 每 个 A,(i 所 nn) ,A; 是 公理 或 4,ET, 或 存在 j,k<i 使 A; 是 由 上 与 
A 使 用 MP 推 得 的 结果 . A, 叫做 厂 一 结论 ,或 工 推出 A,, 记 作 工 上; A, .在 不 致 混 
请 时 也 简 记 为 了 上 4A, .za 叫 推 演 长 度 . 

显然 , 当 王 = 他 时 ,了 -结论 就 是 定理 ,好 上 4 就 是 上 A .注意 卫 HA 与 FA 等 
都 不 是 形式 系统 上 中 的 符号 ,是 我 们 为 了 叙述 方便 而 引信 的 代用 语 ， 

例 2,3.8 试 证 |A,B>(A~C)| 上 BC. 


证 明 (1)A r 
(2)B—*(A—C) 卫 
(3)4 一 (有 -4) (L1) 
(4)B->A (1),{3), MP 
(3)B-(AC)) 一 ((B 一 4) 一 (BC)) (L2) 
(6)B-A)->( BC) (2)(5), MP 
(7)B—C (4), (6) ,MP 


$92,3,3 演绎 定理 


演绎 定理 在 命题 演算 中 有 重要 的 应 用 ,其 内 容 如 下 : 
命题 2.3.9 (演绎 定理 ) 设 PTCF(S),A,BEF(S)， 
如 果 TTUI1AL 上 FB8， 则 了 上 FA->B. (2.3.1) 
证 明 用 关于 从 TU {A1 到 B 的 推演 长 度 n 作 归 纳 证 明 , 当 =I 时 8 或 为 
公理 ,或 属于 本 ,或 B 是 A. 


(i) 设 B 是 公理 . 

(1)B 公理 
(2)B—(A—B) (LU 
(3)A—B (1),(2), MP 


所 以 上 A 一 8B8, 从 而 上 -A 一 B. 
《in BET,. 
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(1)B PD 

(2) 了 一 (4 一 再) (L1) 

(3) A—=B (1),(2), MP 
仍 有 TA4 一 B. 


{省 ) B= 及 ,因为 前 面 已 证 上 4 一 A. 所 以 TFA 一 A, 即 上 FA 一 B. 

设 从 荆 1A1 到 B 的 推演 长 度 小 于 n 时 (2.,3.1) 式 成 立 {n >1). 现 在 从 TU 
[Ai 到 B 的 推演 长 度 等 于 .以 下 证 政 上 A 一 B. 不 妨 设 B 不 是 公理 ,不 肩 于 本 而 
且 也 不 是 4. 则 如 是 前 面 两 项 吕 与 CB 运用 MP 而 得 的 结果 .这 时 从 TU A | 到 
C 和 到 CB 的 推演 长 度 均 小 于 = ,所 以 由 归纳 假设 知 

卫 上 4 一 C. 

THA™>(C—=B). 

这 时 从 丁 到 A 一 B 的 推演 如 下 ， 

(1) 

we 和 到 A 一 C 的 推演 ， 

(k) 4 一 C 


本 Jaraa Com 
(1) 4 一 (C 一 吾 ) 


(+1) (A>(C>B)) >((A>C) A>»B)) (12) 

(1+2) (A—C)—>(A—n) (1D) ,1+1),MP 

(1+3) A—>B (k), (7 +2),MP 
所 以 THA—B. 


运用 演绎 定理 往往 可 以 使 证 明 大 为 简化 .如 ,显然 [4A1 上 有 A 成 立 ,所 以 由 演绎 
定理 立即 得 出 上 4 一 A ,这 比例 2,3.6(ii) 的 证 明 容易 得 多 . 
命题 2.3,10 (三 段 论 规则 ) 设 A,B,CEF(S), 则 
[A=B,B—=C) FA—C. (2.3.2) 
证 明 运用 两 次 MP 容易 验证 
[A-*B,B—CIUIA| Fc, 
所 以 由 演绎 定理 立即 得 出 (2,3.2) 式 ， 
三 段 论 规则 , 即 Hypothetical Syllogism, 简 称 HS. 
推论 2.3,11 设 上 FAB, 且 上 BC, 则 上 AC. 
证 明 由 (2.3.2) 式 出 发 运用 两 次 演绎 定理 得 
FHA>B)=((B>C) > (A=>C)). 
再 由 上 4 一 B 和 上 B 一 C 出 发 运用 两 次 MP 即 得 上 A 一 C. 
使 用 HS 也 可 简化 证 明 .如 ,在 例 2.3.6(ii) 的 长 度 为 7 的 推演 中 ,由 前 两 步 运 
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用 HS 就 得 到 一 4 一 (4-> 互 ) 的 长 度 为 3 的 证 明 . 
$2.3.4 可 靠 性 定理 


在 形式 系统 工 中 ,我 们 不 加 证 明 ( 也 无 法 证 明 ) 地 公认 (L1), (1L2} 和 (1.3) 蚌 公 
理 .通俗 地 说 ,我 们 公认 它们 是 形式 系统 工 中 的 好 公式 .然后 我 们 从 这 些 好 公式 出 
发 运用 MP 可 以 推出 各 种 形式 的 定理 来 ,它们 也 是 系统 二 中 的 好 公式 .我 们 问 ;如 
采 采 用 $2.2 中 裁判 打分 的 方法 来 检验 ,它们 还 是 不 是 好 公式 呢 ? 即 , 工 中 的 定理 
是 不 是 重 言 式 呢 ? 答案 是 肯定 的 ， 
命题 2,3.12 (可 靠 性 定理 ) 工 中 的 定理 都 是 重 言 式 , 即 
若 上 A, 则 瞩 A,AEF(S). (2.3.3) 
证 明 先 证 工 中 的 公理 都 是 重 言 式 ,以 (12) 为 例 ,以 E 记 (L2) 中 的 公式 , 任 
取 v6E 2 , 则 由 ”为 同 态 知 
viE}=(v A) (vB C2 A) BN) (vA 0))). 
{2.3.4) 
分 别 用 a,b,c 表示 wv(A),v(B),v(C), 则 (2.3.4) 式 可 写 为 
viE)=(a>(brc)) >( (arb) (arec)). (2.3.5) 
由 (2.2.8) 式 知 , 若 c=1 或 z =0 ,出 cc=1fa:=5)->r(a-cey=1 ,从 而 v{E)= 
1. 设 a=1 且 c=0, 则 ep=1=b=6b,a*c= Car(tbrc)=1>{ bc)= b— 
5c. 这 时 由 (2.2.8) 式 知 
v(E)=(B re)-*(h re)=1., 
总 之 vtE)=1 成 立 .所 以 (L2) 是 重 言 式 .类 似 可 证 (L1) 与 (L3) 也 都 是 重 言 式 . 
由 命题 2.2.11 给 出 的 语义 MP 规则 以 及 工 中 定理 证 明 序 列 的 结构 立 邵 看 出 
工 中 的 定理 都 是 重 言 式 ,这 就 证 明了 (2.3.3) 式 ， 


$2.3.5 可 证 等 价 


由 肖 题 2.2.8 看 到 , 设 4 ,BEF(S), 若 4->B 与 B->A 都 是 重 言 式 , 则 A 与 
B 逻辑 等 价 , 即 Aa=B .相应 地 我 们 有 

定义 2,3,13 设 A,BEF(S), 如 果 A=B 与 B->A 都 是 定理 , 则 称 A 与 有 
可 证 等 价 , 记 作 A ~8. 

命题 2.3.14 设 A,BEF(S), 若 A~B, 划 AxB. 

证 明 没 A~B, 则 上 A=>B 且 上 8B->A. 由 可 靠 性 定理 知 A->B 与 B->A 都 
是 重 言 式 ,所 以 4“B. 

例 2.3.15 (〈i) 设 4AEF(S), 刚 一 一 4 一 4 
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证 明 先 证 明 

| 一 一 4 FA., (2.3.6) 
(1 一 一 和 假设 
(2 一 一 站 下 (一 一 一 有 下 一 7 有) {Ll1) 
(3)——— 一 A 一 一 上 A (1},(2), MP 
(4]( 一 -一 一 4 一 一 4) 一 (一 A-> 一 一 一 4) (L3) 
【31 一 同一 一 一 一 点 (3),{4), MP 
(Ar A) AA) (13) 
(7) 一 一 4 一 A (5),(6), MP 
(8)A (1),(7), MP 


这 就 证 明了 (2.3.6) 式 ,再 由 演绎 定理 即 得 | 一 一 4A->A .在 此 式 中 以 一 A 代 及 得 
上 一 一 一 4 一 4. 又 由 (L3) 得 上 -一 一 4 > 一 A) 一 (A 一 -一 和), 所 以 由 MP 
得 上 4 一 一 一 和 .这 就 证 明了 一 一 4 一 4 

(区 4,BEF(CS), 则 (A 一 理 ) 一 (一 D> 一 4)， 

证 阴 由 (L3) 立 即 得 出 六 (一 B- > 74)->(4 一 召 ), 反 过 来 ,由 演绎 定理 知 只 
需 证 明 


[1A—=B} 上 (一 B 一 一 A). (2.3.7) 
(1) 4 一 也 假设 
(2) 一 一 4 一 4 已 证 定理 
(3) 一 一 人 一 阳 (1), (2),HS 
(4) B—--—B 已 证 定理 
(5) 一 一 点 一 一 一 肯 (3),{4),HS 
(6) (—— A B+ (BA) (L3) 
(7) 一 一 一 各 (5),{6), MP 


这 就 证 明了 (2.3.7) 式 .所 以 {A 一 B)~( 一 B-> 一 A}. 

命题 3.3.16 可 证 等 价 关系 ~ 是 F(S) 上 的 同 余 关系 . 

证 明 设 4,B,CERF(S). 由 上 4->A 知 上 一 和, 所 以 一 是 反 身 的 .由 一 的 定 
义 知 它 也 是 对 称 的 ,再 设 4 一 B,B 一 C, 则 上 LA->B, 上 B->C, 从 而 由 HS 知 HA 
C. 同 理 可 证 上 C->4 ,所 以 和 ~C, 即 一 还 是 传递 的 ,所 以 一 是 下 (0S) 上 的 等 价 关 
系 .以 下 证 明 一 被 否定 运算 一 与 蕴涵 运算 一 所 保持 . 

首先 , 设 A~B, 则 上 A 一 B, 所 以 由 例 2.3.15(ii) 知 | 上 一 BA. 网 理 有 
上 一 A 一 一 B ,所 以 一 A ~ 一 B. 

其 次 ,为 证 草 涵 运算 -> 保持 关系 一 , 先 证 明 

着 G~H, 则 (EG)~(E>H) (2,3.8) 

事实 上 ,由 G~ 理 得 FG>H. 又 ,由 (LI1) 有 上 (G> 昌 )>(E>(G-xH)) 所 以 由 


$2.3 命题 演算 的 语 构 理论 + 35. 


MP 得 上 -E>(G>H). 青 由 (12), FE>(G>H)) 王 (EG)(E 王 日 )), 所 
以 由 MP 得 上 E>G) 一 (EF 一 甩 ). 同 理 可 证 上 (EH)->(E 一 G), 所 以 (2.3.8) 
式 成 立 . 

现在 设 A~B,C 一 DD, 则 由 {2.3.8) 式 知 (A 一 C)~(A 一 中 ) .又 ,由 A~B 知 
一 站 ~ 一 昌 , 所 以 由 (2.3.8) 式 得 (一 D 一 一 A)~{ 一 D> 一 B) ,再 由 例 2.3.15( 订 
得 

(A>D)~(—D=>—A)~(—H D2 —B)~(B+D)., 

由 于 ~ 具有 传递 性 ,所 以 (4D)~(B 一 DD), 叉 ,上 面 已 证 (4 一 C)~(4 一 D), 所 
以 (4 一 C) 一 (有 -> 门 ). 


$2.3.6 代 人 定理 


命题 2,3,17 (代入 定理 ) 设 公式 A 中 含有 子 公式 4 ,4 一 Bi ,在 生 中 把 一 
处 或 多 处 出现 的 4 换 成 Bi, 记 所 得 公式 为 也 , 则 A~B. 
证 明 按 A 中 所 含 连接 词 的 个 数 进行 归纳 证 明 ,但 A| 中 的 连接 词 不 计 在 内 . 
在 A 中 不 合 连 接 词 , 则 A = 4 ,这 时 B= Bi, 所 以 由 4 一 B 即 得 A~B. 
设 当 4 中 所 含 连接 词 的 个 数 小 于 mm 时 结论 成 立 , 今 A 中 含有 六 个 连接 词 . 
中 设 A= 一 C, 这 时 CC 中 含 i 一 1 个 连接 词 ,和 且 B= 一 DD, 这 里 D 是 将 C 中 
一 处 或 多 处 的 Al 换 为 Bl 而 得 的 公式 , 出 归纳 假设 知 C 一 了 ,所 以 一 C 一 一 六 即 ， 
四 一 B 仍 成 立 ， 
(让 设 志 = CDD, 这 时 与 DD 中 均 会 少 于 个 连接 词 , 自 B= 下 一 下 ,这 里 
E 和 下 分 别 是 将 C 和 DD 中 的 一 处 或 多 处 的 A| 换 为 B| 而 得 的 公式 .由 归纳 假设 知 
C~E,D~F, 所 以 C->D~FE>F, 即 A 一 8B 仍 成 立 . 
综 上 所 述 知 命题 2.3.17 成 立 . 
例 2.3.18 ( (A=>B})V (AC)~(A>BVYC), 这 里 GVH 是 一 GH 
的 简写 ， 
(i) (A>B)A(A>C)~(ArBAC). (2.3.9) 
(ii (BA)A(C—>A)}~BY CA. 
证 明 i) 不 难 证 明 (习题 六 ,3) 
(A=B)~(A—>(A—=8)), 
(C=(A>B)~{(A{— CB)), 
(一 一 G) 一 (一 如 一 再 ). 
所 以 由 代入 定理 得 
4BVC=(A 一 (一 BO) 一 (4 一 (一 C 一 有)) 一 (一 C->(A4- 昌 )) 
CA(AB)) 一 (一 C-( 一 (4 一 B)- 一 A)) 
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一 (一 (4 一 日) 一 (一 C 一 4)) 一 一 (4 一 B) 一 (4 一 人 ) 
= (4 一 日 )V(4 一 DC). 
(ii) 由 例 2.3.6(iii) 易 证 
HHA G—H, HHAG *G, (2.3.10) 
其 次 ,可 以 证 明 ( 习 题 六 ,4》 
FB—{C—BAC). (2.3,11) 
由 MP 知 以 下 二 式 显然 成 立 ; 
[A,A>B,A>C| FB,IA,A—*B,A—=C| FC. (2.3.12) 
由 (2,3,12) 式 和 (2.3.11) 式 得 
[A,A=B,A=>CI FBAC. 
所 以 由 演绎 定理 得 
{4B8B,A>C| FA=BAC. 
从 而 根据 (2.3.10) 式 可 得 
FAB)A(AzC) (A+BAC). (2.3,13) 
反 过 来 ,可 由 |A>BA CH HA 一 B 和 [A 一 BACH 上 -A>C 和 (2.3.,11) 式 推 山 
FHA=BAC)=>(A=B)A (A=C). 
所 以 
(A>B}A(A=C)~(A—=BAC). (2.3.14) 
(iii) 注意 一 (BYVC)= 一 (一 BC) 一 一 (一 B 一 一 一 C) = 一 BA 一 C. 由 ( 衣 
再 一 4 一 一 4 一 一 日 和 CA 一 一 4 一 一 已 以 及 代入 定理 得 
(8B 一 A)A(CC 一 A) 一 (一 4 一 BAS A 0 ~ AB AC 
~ 一 4 一 (BYVC)~BVC-A， 
所 以 (i) 成 立 . 


§2.3.7 Lindenbaum 代数 


出 于 一 是 F(S) 上 的 同 余 关系 ,所 以 FCS) 关 于 ~~ 作 座 后 可 得 一 与 F(S) 同 种 
类 型 的 代数 , 记 为 FF], 即 ,[F]=F(S)/~. 

命题 2.3.19 设 [Fj] 是 F(S) 关 于 可 证 等 价 关系 ~ 的 商 代数 , 则 可 在 [下 ] 引 入 
集 序 志和 补 和 运算 ,使 (f 让] ,和 过, 成 为 Boole 代数 , 这 个 Boole 代数 时 做 Linden- 
baum 代数 

证 明 先 在 [下 ] 中 引入 关系 志 . 设 AEF(S), 以 [A] 记 A 所 在 的 同 余 类 , 规 
定 . 

[A][B] 当日 仅 当 上 A->B. (2.3.15) 

设 AiEL4j, BE[B], 则 (Ai 一 Bi)~(AB) ,所 以 由 (2.3.15) 式 定义 关系 所 与 
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[A1.[B1 中 民 表 元 的 选择 无 关 , 因 而 是 合理 的 .首先 ,由 上 A 一 A 知 [4] 委 [41， 
即 ,所 是 反 身 的 .其 次 , 设 LA] 所 [8] 且 [B] 志 [A], 则 上 FA4B 且 上 B 一 A, 从 而 
及 一 B, 可 见 [A]=[B], 即 , 筷 是 反对 称 的. 最 后 , 设 [A] 所 [Bj] 且 [8] 所 [Cj], 则 
FA=B 有 FBC. 由 HS 得 Fa 一 C0, 所 以 [A] 筷 [C], 从 而 所 是 传递 的 . 这 表明 
委 是 LF] 上 的 偏 序 关 系 . 

设 [A1,[BjJELF], 由 (11) 知 上 B 一 (一 A-xB), 且 不 难 证 明 上 A 一 A~> 
B), 所 以 根据 专 的 定义 知 [8] 专 [一 AB]B[A] 志 [一 A->B8], 所 以 [一 A 一 B] 是 
[A&] 与 [B] 的 上 界 . 设 [Cj 是 [A&j 与 [B] 的 生 一 上 界 , 则 上 A 一 C 且 上 BC, 由 此 
得 | 睹 (AC}A(B 一 C)( 习 题 六 ,4). 所 以 由 机 2.3.18(ii) 得 上 -上 -AV BC. 由 
(2.3,15) 式 知 LAVB] 专 [C1. 这 就 证 明了 [A VB] 是 [A1 与 [8] 的 上 确 界 , 类似 可 
证 [14]AL[Bj 是 [4j 与 18j 的 下 确 界 . 即 

[AIV[B}=[AYB],[A]JALB]=[AAB]. (2.3.16) 

因此 ([ BF] , 委 ) 是 格 . 设 工 是 定理 , 则 易 证 对 每 个 AEF(S) ,AT 都 是 定理 ,所 

以 由 (2.3.15) 式 知 [T] 是 [ 已] 中 的 最 大 元 1. 类 似 可 验证 [一 T] 是 [下 ] 的 最 小 元 0. 
所 以 ([Fj, 夸 ) 是 有 界 格 .在 [EF] 中 定义 补 运 算 为 

[4 了 =[ 一 4]， AEF(S)., (2.3.17) 

因为 AYA=A~A 是 定理 ,一 AAA~ 一 一 (一 AAA)= 一 (A-*A). 所 以 由 

(2.3.16) 式 和 (2.3.17) 式 得 
[AT VITA]=[-—AVA]=1.[AT A[A]=[—AAA]=0,AEF(S). 
(2.3.18) 


以 下 只 需 证 明 分 配 律 成 立 . 
先 证 明 
AA(BYC)~(AAB)V(AAC)Y, A,B,CEF(S). (2.3.19) 
事实 上, 由 一 是 同 余 关系 惧 及 一 (BY C)~ 一 BA-7C 和 (A 一 BA 一 C)~(A—> 
一 B)A(A 一 一 C) 得 
AA(BYC)=—tA>—BY OC)~— A> BA C) 
一 一 人 4 一 > 是 ) AAA- 一 吕 ) 一 一 (4 一 一 B)V 一 (4 一 一 C) 
=(AAB}YVY (AAC). 
所 以 {2.3.19) 式 成 立 ， 
由 (2.3.19) 式 与 (2.3.16) 式 得 
[AJAC(B]IV[IC])= (LAIALBDY UA]A[CY). (2.3.20) 
即 ,在 [LF] 中 分 配 律 成 立 , 所 以 ([F], 坊 , ) 是 Boole 代数 . 
定义 2.3,20 设 [Fl 是 Lindenbaum 代数 , 定 头 映射 v;F(S)—=[F] 如 下 : 
vAY=[A]. AEF{S). (2.3.21) 
称 v 为 典型 映射 . 
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命题 2.3.21 上 典型 映射 是 同 态 上 映射 , 称 为 典型 同 恋 ,日 
v(tA)=1 当日 仅 当 上 A. (2.3.22) 
证 明 ”由 [下 ] 的 成 员 是 F(S) 关 于 可 证 等 价 关 系 的 同 余 类 知 
vA)=[—=A]=1iA]T, vitA™*B)=[A=B]=[A]—=>[B81. 
所 以 v 是 同 态 . 又 ,v(A)=1, 即 [A]=[T], 这 里 荆 是 下 (S) 中 的 定理 ,所 以 
{2.3.22) 式 成 立 ， 


$2.3.8 完备 性 定理 


前 面 已 证 明 的 可 靠 性 定理 说 在 工 中 凡 从 公理 出 发 运用 MP 规则 推出 来 的 定 
理 郁 是 重 言 式 . 反 过 来 , 重 言 式 是 不 是 都 可 以 按 以 上 方式 形式 化 地 推出 来 呢 1 下 面 
的 完备 性 定理 肯定 地 回答 了 这 一 问题 ,从 而 表示 了 命题 演算 的 语义 理论 与 语 构 理 
论 的 和 谐 统 一 . 
命题 2.3.22 (完备 性 定理 ) 工 中 的 公式 A 是 定理 的 充 要 条 件 是 A 是 重 言 
式 , 即 
-A 当 且 仅 当 4，4AERF(CS)， (2.3.23) 
证 明 由 人 可靠 性 定理 知 只 需 证 明 若 三, 则 上 A. 设 A=A(p1,…,p,) 是 重 言 
式 , 则 对 任 一 赋值 vE€ 0,w{A)=1, 即 
Alv(p1) ,vt{ p,))=1. (2.3.24) 
(2.3.24) 式 是 一 个 (扩充 形式 的 )Boole 等 式 ,其 中 变 元 在 Boole 代数 10, 中 中 取 值 ， 
即 ,(2.3,24) 式 在 Boole 代数 |0,1| 中 成 立 .由 Pocle 代数 的 完备 性 定理 和 注 1.3.16 
知 (2.3.24) 式 在 每 个 Boole 代数 中 都 成 立 .特别 是 当 变 元 vp1),… ,Vp ) 在 Lin- 
denbaum 代数 [下 ] 中 取 值 时 (2.3.24) 式 伟 成 立 , 现在 设 w: F(S) 一 [下] 是 任 一 同 
态 , 则 由 命题 2.2.15 后 面 的 说 明和 (2.3,24) 式 得 
vA)=A(v(p1),, vp,))=1. (2.3,25) 
特别 到 w 为 典型 同 态 , 则 (2.3.25) 式 仍 成 立 .所 以 由 命题 2.3.21 知 A 为 定理 
由 (2.3,23) 式 容易 证 明 下 面 命题 成 立 ， 
命题 2.3.23 上 (5) 上 的 可 证 等 价 关系 与 还 辑 等 价 关系 是 一 致 的 , 即 
A~B 当日 仅 当 AB,， A,BEF(S). (2.3.26) 
命题 2.3.24 (可 判定 性 定理 ) 设 AEF(S), 则 A 是 否 为 上 中 的 定理 可 以 经 
过 有 限 次 的 运算 来 判定 . 
证 明 设 有 A APs pr) EF(S), 点 是 否 为 工 中 的 定理 可 由 
vfA)=A(v( pI) ,vp,))=1 
是 否 对 一 切 (v(p1),…,v(p,))E 10, "成立 而 和 因为 0,1j" 中 上 只 有 2* 个 元 ， 
而 当 A( 从 而 A) 纵 定 后 ,每 个 元 (zx1,…,zx,) 代 入 有 求 值 也 只 需 有 限 次 运算 ,所 以 
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一 共 经 过 有 限 次 运算 就 可 判定 A 是 否 为 工 中 的 定理 . 

例 2,3.25 (i 刁 ={((4 一 日 ) 一 4) 一 4 是 否 为 工 中 的 定理 ? 

解 ” 任 取 wEN, 分 别 以 a 与 5 记 v(A) 与 v(tB), 则 vw(E)=((a>b)>a)> 
4. 若 a=1, 则 由 (2.2.8) 式 知 v(E)=1, 车 a=0, 则 a 所 5b. 从 而 由 (2.2.8) 式 知 
a 二 1, 所 以 wv(E)=(10)->0=0->0=1. 所 以 上 是 中 的 定理 . 

(ii) FE=(AAB>C)-(A 一 C)Y (BC) 是 否 为 L 中 的 定理 ? 

解 设 vEQ. 着 wv(C)=1, 则 w(E)=1, 若 vw(C)=0, 且 vw(A) 与 wv(B 这 一 
为 0, 则 wv((BA=C)VY (BO))=1, 从 而 vtE)=1, 若 wv(C}=0 且 v(A}=wv(B} 
=1, 则 vtA&ABC)=0, 从 而 仍 有 wv(E)=1. 所 以 尺 是 工 中 的 定理 . 

6 五 =(4 一 也 一 (4 一 (了 >)) 是 否 为 工 中 的 定理 ? 

解 取 w€n 使 v(C)=0 且 wv(A)=w(B)=1, 则 立即 看 出 wo(E)=0, 所 以 
所 不 是 二 中 的 定理 . 

注 2.3,26 由 命题 2.3.23 知 

(命题 2.2.21 也 可 表述 为 :每 个 不 是 矛盾 式 的 公式 都 可 证 等 价 于 一 个 析 取 
范式 ,每 个 不 是 重 言 式 的 公式 都 可 证 等 价 于 一 个 合 取 范式 . 

(i) Lindenbaum 代数 也 可 由 F( S) 关 于 人 逻辑 等 价 关 系 才 作 商 而 得 到 . 

(ii) De Morgan 对 偶 律 (2.2.19) 式 与 (2.2.20) 式 中 的 ss 改 为 可 证 等 价 关系 一 
时 仍 成 立 . 


习 题 六 


1. 试 证 演绎 定理 的 递 定理 成 立 , 即 ,车 下 上 FA- 了, 则 下 U1AH FS 
2. 斌 证 
0) 上 4 一 (B 一 (4 一 日 )); 
(i 上 FSC 一 (4 日) 一 (4 人); 
(ii 上 (4 一 (BC))>(B-(A-C)); 
(iv) HA4-(AB)) 一 (4 一 B) 
3. 试 证 
(4 一 ( BC) 一 (B 一 (4-C)); 
(4 一 (4 一 日)) 一 (一口 ); 
Gi) (A——B)~{B—=—A) (可 利用 例 2.3,15(i) ); 
(iv) (A=B)~(~B>A) (同上 ); 
(WV) AAB-BAA, AVB~BVA. 
4. 利用 卫衣) 和 3(i) 证 明 
FA—>(B>A AB). 
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由 此 证 明 若 A 与 甩 都 是 定理 , 则 AAA 召 也 是 定理 ， 
5. 证 明 
(一 (4AVB) 一 一 4 人 一 月; 
(i) (AAB)~—AVY—B. 
和. 利用 工 的 完备 性 定理 证 明 以 下 各 式 戌 立 : 
(0) 上 (一 4 一 A) 一 A; 
(上 一 (4 一 日 ) 一 (一 A); 
(Gi) (AVB—3O)~(A>C})A(B=0); 
(iv) (AARB=>C)~(A>C)YV (B—>0). 
7. 设 PFCF(S),AEF(S), 且 卫 上 4. 试 证 FA， 
8. 设 TCF(S), 在 F(S) 上 定义 二 元 关系 一 5 如 下 : 
有 A 一 rpB 当 且 人 私 当 H(A 一 B}A(B>A). (2.3,27) 
(0 证 证 一 nm 是 FLS) 上 的 等 价 关系 ， 
(iiy 试 证 ~~p 是 上 F(S) 上 的 同 余 关系 . 
(iii) 以 [下 ]r 记 高 代数 F(S)Ar, 以 及 记 [F]r 中 包含 4 的 同 侠 类 ,规定 
A 志 rB 当 且 仅 当 THA>B, A,BEF(S). (2.3.28) 
斌 证 Er 是 [下 ]r 上 的 偏 序 , 且 设 入 后 了 或 4 是 定理 , 则 及 是 [下 ]7, 中 的 最 大 元 
lr, 一 A 是 [Fir 中 的 最 小 元 Dy. 
(iv) 访 证 在 [下 jr 中 ,AYVB 与 4AB 分 别 是 及 与 百 的 上 确 界 与 下 确 界 , 即 
AYVB=-AVB, AAB=AAD. (2.3.29) 
并 从 而 证 明 (| Flr, 志 rr， ) 是 Boole 民 数 , 这 里 有 A = 一 A(AEF(SY)). 
9. 设 TCF(S), 太 有 限 ,AEF(S). 试 证 
有 上 4 当 且 仅 当 TA. (2.3.30) 
【提示 :利用 完备 性 定理 ) 
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在 第 二 章 中 我 们 比较 系统 地 研究 了 命题 演算 理论 ,在 等 价 的 意义 下 { 即 ,在 婚 
逮 辑 等 价 又 可 证 等 价 的 双重 意义 下 ) 揭 示 了 许多 具有 不 同形 式 的 命题 之 间 的 本 质 
联系 .比如 ,不 论 A 与 B 代表 什么 命题 , A 一 B 总 和 它 的 道 否 命题 一 B 一 一 A 等 
价 ,也 和 上 共有 析 取 形式 的 命题 一 4AV 等 价 .又 ,一 (A YB) 总 和 一 A A 一 B 等 价 , 
再 设 C 是 任 一 命题 , 则 4VB-C 与 4C 与 BC 的 合 取 等 价 ,等 等 .这 些 都 是 
十 分 有 用 的 结果 ,有 助 于 我 们 去 认识 或 许 被 不 同 的 外 形 所 掩藏 起 来 了 的 规律 .但 另 
一 方面 ,命题 演算 理论 的 应 用 又 有 相当 大 的 局 限 性 . 比如 , 像 下 面 这 种 十 分 自然 且 
完全 正确 的 推理 就 超出 了 命题 演算 理论 的 范围 ， 
(i) 每 个 人 都 会 死 的 ; 
(ii) 欧 拉 是 人 ; 
Qi 让 所 以 欧 拉 会 死 的 ， 
或 许 有 的 读者 会 想 ,分 别 用 A,B 和 C 表示 “人 ”,“ 会 死 " 和 “ 胸 拉 ”", 郑 么 以 上 的 ()、 
(ii 和 (Gi) 就 可 形式 化 地 写成 ; 
{i} AB, 
(il)’ CA; 
(这 ) 所 以 CB. 
这 里 ( 首 ) "是 由 (让 与 (i)' 运 用 HS 而 得 的 .但 这 是 错误 的 ,因为 以 上 有 A,B 和 C 都 不 
是 命题 ,A 和 CC 仅仅 是 命题 中 的 主语 , 面 B 只 是 命题 中 的 谓语 .所 以 推理 (i) 一 
(ii 星 然 正确 ,但 已 超出 了 命题 演算 理论 的 范围 , 它 属于 本 章 和 下 一 童 要 讲 的 谓 
词 演算 的 内 容 . 如 果 我 们 用 大 写字 母 表示 谓 重 ,把 主语 用 小 写字 母 放 在 谓语 后 面 的 
括号 中 , 即 ,用 P(z) 表 示 “z 具有 性 质 P”, 并 用 符 导 Y 表示 “对 干 每 一 个 ”, 则 (i) 一 
(证 )》 可 以 形式 化 地 写 为 
(DD) (Yrx}M(r)>D( zr)); 
{i)” M(n); 
【ii 所 以 D(a). 
这 里 M 和 DD 分别 表 示 “ 是 人 ”和 “会 死 " 这 两 个 性 质 ,n 表示 欧 拉 , 以 后 会 看 到 这 是 
谓词 演算 中 的 正确 推理 .但 对 命题 演算 而 言 ,Mu) 与 D(a) 都 是 不 可 再 分 的 原子 
命题 , 调 (Y xz)(M(z) 一 D(z)) 是 一 个 复合 命题 .如 果 分 虽 用 B,C 和 A 表示 这 三 
个 命题 , 则 以 寺 的 人 一 (itiy 就 成 为 
A,B, 所 以 CC. 
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这 显然 是 命题 演算 所 无 法 推演 的 论断 . 因此 也 可 见 命 是 演算 语言 表达 能 力 的 不 足 
以 及 相应 的 推理 能 力 的 局 限 .在 本 章 和 下 一 章 中 我 们 学 习 最 基本 的 一 阶 谓词 演算 
理论 , 即 ,一 阶 党 辑 理论 .本 章 中 先 讲解 一 阶 脖 辑 的 语义 理论 ,下 一 童 再 把 它 完全 形 
式 化 ,研究 其 语 构 理 论 . 


$3.1.1 一 阶 语言 图 和 8 中 的 合式 公式 


在 上 一 童 讲 过 ,一 般 的 形式 系统 由 4 个 部 分 组 成 ,其 中 第 一 部 分 是 符号 表 . 有 
了 这 个 符号 表 才 可 以 制作 出 合式 公式 来 , 合 称 为 语言 .在 本 书 中 一 阶 谓词 演算 系统 
使 用 的 语言 叫 一 阶 语言 .确切 地 说 ,我 们 有 
定义 3.1.1 一 阶 语言 含有 以 下 符 续 : 
(iD 变 元 符号 : ri, za 
(ii) 个 体 常 元 符号 :al ,a2,…. 
证) 请 词 符号 ， 
1 元 谓词 符号 : A1, Al,… 
2 元 谓词 符号 : A3, A3,…; 
[iv) 函数 符号 : 
1 元 蜀 数 符 寻 ,有 1, 月,…; 
2 元 晴 数 符号 , ff, 局,…、 
(v) 连接 词 ,一 ,一 ， 
(vi) 标点 符号 ;(,),，. 
(vii) 全 称 量 词 符号 , Y . 
注 3.1.2 (i) 像 在 工 中 一 样 ,这 里 只 有 两 个 连接 词 - 与 一 ,下 面 在 有 了 关于 
一 阶 语言 中 的 合式 公式 概念 以 后 ,对 两 个 公式 A 与 B, 还 可 用 AV 8 简 记 一 A-> 
B, 上 用 入 A fe 简 记 一 (A 一 一 B)， 
ii) 有 些 书 中 不 把 函数 符号 大 列 人 一 阶 语言 之 中 ,这 是 因为 每 个 元 函数 都 
可 看 作 是 一 个 特殊 的 n+1 元 关系 ， 
(ii) 定义 3.1.1 中 的 一 阶 语言 中 含有 可 数 多 个 个 体 常 元 ,可 数 多 个 沙 数 符号 
与 谓词 符号 .但 往往 不 需要 这 么 多 的 上 述 各 符号 . 
定义 3,1.3 ”一 阶 请 言 2 含有 以 下 符号 ， 
(iD 变 元 符号 :zl zy 
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(ii) 某 些 个 体 常 元 ii 

(ii) 其 些 渭 词 符号 A?， 

(iv) 某 些 疯 数 符 号 产 ; 

(v) 连接 词 ;一 与 >; 

(vi) 标点 符号 :(,),'; 

(vii) 量 闻 符号 ;YY. 

例 3.1.4 (i) 描述 自然 数 的 一 阶 语言 的， 

< 上 只 有 一 个 个 位 常 元 a ,用 它 表 示 最 小 的 自然 数 0. 风 中 只 有 一 个 2 元 谓词 
符号 At, 用 它 表 示 “ =", 的 中 有 3 个 函数 符号 六 ,六 和 及 ,用 月 表示 后 继 函 数 ， 
用 厂 表 示 加 法 函数 ,用 及 表示 堵 法 函数 . 这 时 由 必 中 的 符号 构成 的 表达 式 
AT(fI(z1, 12), B(x ,2)) 就 可 以 解释 为 * 工 + x2= A! x xz2 .再 如 人 中 的 表达 
式 (Y2z1) 一 AtCzi 月 (zi)) 就 可 解释 为 “每 个 自然 数 zi 都 不 等 于 其 后 继 ” ,也 即 
"(Yr)(rr+1). 

(ii) 描述 群 的 一 阶 语言 发 . 

此 中 有 一 个 个 体 常 元 a1, 用 它 可 表示 群 的 单位 元 ,有 一 个 2 元 谓词 符号 A?， 
用 它 表示 相等 关系 " =”, 有 两 个 沙 数 符号 入 与 及 ,用 舟 表 孙涛 运 算 , 用 诺 表示 群 
的 乘法 运算 ,这 时 4 中 的 表达 式 4A 人 Ar 及 (zi)) ,el) 可 解释 为 “zz-1= e ， 
这 里 e 是 群 的 单位 元 .又 如 ， 

ATCII F152) rz3)) ri, fra, £3)) {3.1.1) 

表示 群 的 乘法 结合 律 “(x zp) z= (zryxa)”. 

有 了 一 阶 语言 的 符号 就 可 以 引入 该 语言 中 的 合式 公式 的 概念 , 它 比 工 中 的 公 
式 概念 要 复杂 许多 , 这 得 先 从 公式 的 组 成 部 分 讲 起 . 

定义 3,1.5 设 必 是 一 阶 语言 , 则 关中 的 项 {term) 定 义 如 下 : 

(i) 变 元 和 中 的 个 体 常 元 是 项 ， 

(ij) 设 序 是 了 中 的 x 元 前 数 符号 ,f1,…,# 是 项 , 则 疡 (z1，…, 4,) 是 项 . 

4iii) 艺 中 的 项 均 由 (i) 与 (ii) 的 方式 牛 成 ,其 全 体 之 集 记 作 了 

如 ,在 生 中 ,zzayz3 与 at 都 是 项 ,月 (zi) ,及 (zi 及 (zi)) 和 filzisal) 
等 也 都 是 项 ,它们 分 别 表示 zil, zx1x7! 和 zje 等 .一 般 说 来 ,项 是 表示 对 象 的 .项 
可 以 用 来 表示 句子 的 主语 ,但 由 子 没有 谓词, 项 不 能 表示 命题 . 

定义 3.1.6 设 芯 是 一 阶 语言 ,4# 是 & 中 的 上 元 谓词 , ,二 是 多 中 的 项 ， 
则 称 An，… 反 ) 为 艺 中 的 原子 公式 (atomie formula). 又 ,多 中 的 合式 公式 (well 
fomned formula) 定 义 如 下 ， 

(i) 原子 公式 是 合式 公式 ; 

(ii) 如 果 A 与 B 是 合式 公式 , 则 一 A,A 一 B 与 (Y x;)A 也 都 是 合式 公式 ; 
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(让 ) 合式 公式 均 由 (i) 与 (i) 的 方式 生成 . 
合式 公式 也 简称 为 公式 , 以 后 将 用 徊 表示 全 体 公式 之 集 . 吕 然 ,语言 风 中 的 函数 符 
号 或 谓词 符号 越 多 ,各 中 的 公式 也 越 多 .但 它 总 是 可 数 集 , 在 不 必要 明确 时 ,我 
们 把 炙 简 写 为 至 以 下 经 常 这 样 做 . 又 , 殉 , 中 的 公式 也 叫 Y 中 的 公式 ， 

如 ,在 后 ;中 ,AT( 有 (x1, f(z1)),a1) 是 原子 公式 , 它 被 解释 为 “zj zi =e”. 
(3.1.1) 式 中 的 表达 式 也 是 原子 公式 , 它 被 解释 为 乘法 结合 律 . 再 如 在 儿 中 ， 
(YD(Y rz)(AI(z1,z2) 一 A 入 月 (zx1) ,月 (za))) 也 是 公式 ,但 它 不 是 原子 公式 . 
它 锌 解释 为 "对 任 二 自然 数 z 与 ,车 = y, 则 z+1= y+1”, 我 们 看 到 ,合式 公式 
是 表示 命题 的 ,但 在 谓词 演算 中 ,我 们 不 再 像 在 命题 演算 中 那样 ,把 合式 公式 叫 命 
题 了 . 

注 3.1.7 (0) 我 们 常 说 一 个 公式 表示 某 某 命题 或 被 解释 为 某 某 命题 ,而 不 说 
公式 就 是 一 个 命题 ,这 是 因为 公式 只 是 一 串 抽象 符号 的 组 合 而 已 一 个 形式 语言 4 
可 以 有 各 种 不 同 的 解释 ,比如 , 群 的 语言 也 可 以 用 来 解释 带 单 倍 的 半 群 或 一 般 的 半 
群 ,这 时 只 需 将 一 元 函数 符号 于 或 个 体 常 元 符号 a1 闲置 不 用 即 可 , 又 如 ,解释 自 
然 数 的 语言 也 可 用 来 解释 格 , 这 时 二 元 函数 符号 括 与 及 不 再 代表 加 法 与 乘法 ,而 
是 分 别 代 央 两 个 元 的 上 确 界 与 下 确 界 运算 了 . 这 时 (3.1.1) 式 又 表示 的 是 (ziV 
2zZ21V2z3=zIV(zVz3) 了 .所 以 以 后 我 们 常 将 安 和 所 等 都 写成 一 般 化 的 一 阶 
语 奇 妆 

4ii) 细心 的 读者 可 能 已 经 注意 到 ,在 第 一 章 中 自然 数 是 从 1 算 起 的 ,本 章 中 用 
日 然 数 作 变 元 符号 x; 的 下 标 时 也 是 从 1 算 起 的 ， 但 当 用 逻辑 的 方式 定义 自然 数 集 
六 时 ,自然 数 却 从 0 算 起 ( 见 例 3.1.4(i) ). 因 为 目 然 数 被 当 作 标 号 使 用 时 从 1 开 
始 已 经 是 长 期 以 来 的 习惯 ,也 是 绝 大 多 数 数学 书籍 中 的 共同 用 法 ,本 书 也 不 打 算 改 
变 .但 在 严格 地 用 公理 集合 论 的 方法 表述 自然 数 集 时 ， 日 然 数 从 0 算 起 ( 那 时 用 必 
表示 第 一 个 自然 数 0, 用 [2 表示 自然 数 1, 用 {2 1 | 表示 自然 数 2 等 等 ). 以 后 
在 涉及 到 自然 数 集 N 时 ,我 们 将 根据 情况 明确 其 涵义 ， 以 不 致 混淆 为 原则 . 

(ii 设 AE 旬 以 下 用 符 屿 (zx,)A 表示 一 ( Y zx)—A. 


$ 3,1.2 约束 变 元 与 自由 变 元 


定义 3.1.8 在 公式 (Y x;)A 中 ,A 叫做 x 的 辖 域 .这 时 公式 A 中 若 有 变 
元 二 , 则 该 x; 叫 约束 变 元 ,又 ,Y x 中 的 >， 也 叫 约 束 变 元 ,不 是 约束 变 元 的 变 泡 虽 
自由 变 元 . 

例 3.1.9 (i) 在 公式 ( VYzDAHKza) 中 ,Aiza) 是 Yzi 的 辖 域 , zl 是 约束 变 
元 ,x2 是 自由 变 元 . 


$3.1 一 从 语言 45， 


(ii) 在 公式 (Yr (Y zx2) (AF(zy,z2) 了 Al(x2)) 中 , Y zxi 的 辖 域 是 (YY x;) 
{AT(z1,72) 阅 A1(x2)),Y zx 的 辖 域 是 (Ai(zizz) 一 Ai(zz)).zl 与 zz 都 是 约 
东 变 元 ， 

(ii 在 公式 (Y zc (Af(zi zr2)>(Y zo)Al(z2)) 中 ,YY zi 的 辖 域 是 Af(zx1， 
z2)>(Yxzz)Ai(za)，Y zz 的 辖 域 是 A{(z2). 又 ,zl 与 zz 都 是 约束 变 元 ,其 中 
Z| 约 东 出 现 2 次 ,zs 约束 出 现 2 次 ,同时 自由 出 现 工 次 .注意 ,zs 虽 曾 自由 出 现 1 
次 ,但 从 它 在 整个 公式 中 的 地 位 看 , zz 不 是 自由 变 元 , 即 , 一 个 变 元 只 要 在 公式 中 
的 一 处 受到 约束 , 它 就 是 约束 变 元 . 

定义 3.1.10 设 AA(.z;) 是 含有 变 元 x; 的 公式 ,t 是 一 个 项 ,如 果 

(i) z; 不 是 A(zi) 中 的 自由 变 元 ， 

或 

QD z; 是 Atxi) 中 的 自由 变 元 , 且 t 中 的 变 元 在 A(z1) 中 都 是 自由 变 元 , 则 称 t 
关于 (x) 中 的 x; 是 自由 的 . 

例 3.1.11 个 设 Atxi,z2) 为 (Yz)(Y ra)(A?(x1,z2) 一 Al(x3)), 则 因 
4(zlyz2) 中 没有 自由 变 元 ,所 以 任何 项 1 关于 AA(zx1 ,x2) 中 的 x 和 zy; 都 是 自由 
的 . 

( 刘 设 各 为 (Yzi)ai(ziyzzy 月 (z3))-( ¥Y xa) A 1, T2739) ,t= f(r1, 
zx2); 则 4 关于 zi 与 x3 是 自由 的 ,因为 zi 与 z3 都 不 是 A 中 的 自由 变 元 .但 1 关 
于 zx 不 是 自由 的 ,因为 zz 是 A 中 的 自由 变 元 , 利 将 : 代 人 zx; 的 位 置 得 

(Vr)AT zr Hzlza) fr (YY x) A 1, fr, x2), 73), 
结果 + 中 的 变 元 zi 不 是 自由 变 元 了 . 

注 3,1,12 (i) 设 会 式 A 中 售 有 变 元 zx;, 则 := zz; 作为 项 关于 A(x) 中 的 xz， 
总 是 目 由 的 .因为 如 果 z; 是 A(z;}) 中 的 自由 变 元 , 则 因 t= z;, 所 以 A(1) 中 的 Ti 
仍 是 自由 变 元 ,从 而 由 定义 3.1. 切 的 (i 知 1=x; 半 于 A(z;) 中 的 xz, 自由 ,如果 
五 不 是 4 六) 中 的 自由 变 元 , 则 由 定义 3.1.10 的 介 知 1 =z; 仍然 关于 A(zx) 中 
的 二 自由 .可 见 定义 3.1.10 中 的 第 Gi) 条 是 必要 的 ,有 了 这 一 条 才 可 推 尖 > 关于 
4A(z) 中 的 自身 x; 是 自由 的 这 一 合理 结论 . 

(ii) 本 书 的 定义 3.1.10 与 参考 文献 [8] (D. Van Dalen 著 《Logic and Strue- 
ture》) 的 相应 定义 是 一 致 的 ,但 有 的 文献 中 (比如 文献 [1] 中 ) 这 样 定义 :1 关于 公式 
有 (ri) 中 变 元 zx; 的 自由 性 : 

圭 思 做 关于 会 式 4 人 zi) 中 的 变 元 zx; 是 自由 的 , 若 zx, 不 自 由 出 现 于 Y zi 的 辖 
域 之 中 ,这 里 xz, 是 上 中 的 变 元 ”. {3.1.2) 

按 此 定义 可 以 验证 合 3.1.11 中 的 结果 仍然 都 是 对 的 , 但 这 种 定义 似 有 不 足 之 
处 .比如 , 设 Alzi, Tr 为 (Yr )( ¥ ra) Ai xT2),t = z2 则 + 关于 Atzri, xr) 
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中 的 zi 不 自由 ,因为 A(x1,x2) 中 的 x 自由 出 现 于 Y¥ .x2 的 辖 域 之 中 ,是 zz 是 
让 中 的 变 元 . 再 设 Br ra) 为 (VY zr) (Yr) AT(ri, zh 则 YY x 的 辖 域 是 
{ ATCzyza) 所 以 B(x1, z2) 中 的 | 并 没有 目 由 出 现 于 !{ Y zx2) 的 辖 域 之 
中 ,因为 rz 是 上 中 的 惟一 变 元 ,从 而 按 (3.1.2) 的 定义 4 关于 B(xj,x2) 中 的 zx 是 
目 由 的 了 .但 以 后 将 看 到 ,上 面 的 A(x1,z3) 和 Bf{zl,zz) 是 逻辑 等 价 的 , 旦 含有 相 
同 的 变 元 . 这 种 情况 似 不 大 协调 . 

(说) 项 1 关于 公式 A(z;) 中 x; 是 自由 的 这 一 概念 主要 是 用 于 用 1 代入 Atx,) 
中 的 自由 变 元 x; 处 ,并 且 保 证 这 种 代 人 的 结果 没有 使 1 中 的 变 元 失去 自由 性 (项 
t 不 是 公式 ,可 以 认为 : 中 的 变 元 都 是 自由 的 ,如 ,参看 文献 [8]), 如 果 zz, 在 A {zx.) 
本 来 就 不 自由 ,那么 项 + 也 无 法 代 人 ,从 而 不 会 导致 使 1 中 变 元 成 为 不 自由 的 后 
果 . 所 以 从 这 一 意义 上 看 ,定义 3.1.10 中 的 (i) 也 是 合理 的 ,特别 是 当 + 中 不 含 变 
元 时 ,比如 ,t 是 多 中 的 某 一 个 体 常 元 c, 则 : 关于 任何 公式 中 的 任何 变 元 都 是 自由 
的 


习题 十 


1, 设 罗 是 一 阶 语言 

(i) 变 双 中 滥 有 函数 符号 , 且 只 有 3 个 个 体 常 元 , 试 写 出 乞 中 的 项 来 ; 

《iD 设 子 中 不 含 个 体 常 元 且 只 有 上 个 工 元 函数 符号 , 试 写 出 多 中 的 项 来 ， 

(iiy 设 华 中 不 全 函数 符号 , 且 只 有 1 个 2 元 谓词 符号 , 试 写 出 多 中 前 原子 公 走 
来 . 

2. 以 下 各 表达 式 中 ,哪些 是 公式 ? 

(0) fi{z, x2, f(ra)); 

(i) A¥(z1, x2, f(r3)); 

(i) (CV ro) AT ra) Y x3) AT( a ,x3); 

(iv) AiC f(z1, x2,03)); 

(v) (VrO(VY zr)Ai(a, a, f(as)), 

3. 分 别 写 出 下 列 各 公式 中 的 约束 灾 元 与 自 由 变 元 ,并 说 明 各 变 元 自由 出 现 和 
约束 出 现 的 次 数 . 

{i) (VY ri) (ATzi, xo) AS( x1 ,a2)); 

(ii Al{zxa)—( Ve) (~ A(x T2339)); 

(ii} (Vx) CANA Fr ra), Tr(Y ci) A zs, (x1 22))). 

4. 设 t= 用 (zi1,a2,T3), 把 下 列 公式 看 成 4(zl)( 虽 然 它们 还 含有 别 的 变 
元 ), 问 1 关于 A(x1) 中 的 z| 是 否 自由 ? 


83.2 解释 .逻辑 有 效 公 式 + 47 


OG CV roa ra f(r za) A 1); 

(3) (VroO(V ea) (VY za)( Air AT( zi, 2)); 

CG) (CV ro) A A (YY x3) Ad(r ,02 173); 

fw) (¥V xa) AlCzi, fz) AAra)) 7(Y za) A fr za)). 
又 ,分 别 把 + 改作 2,73, /1al, a2,X1) 以 及 月 (zzaiyz3j, 重 新 作 以 上 各 判断 
(注意, 共 16 次 判断 )， 


$3.2 解释 、 坎 辑 有 效 公 式 
$3,2.1 解 ” 释 


在 命题 演算 中 ,一 个 原子 公式 p 是 不 可 再 分 的 ,我 们 可 以 给 它 赋 以 值 1 或 0 
以 表示 它 为 真 或 为 假 .但 在 谓词 演算 中 一 个 原子 公式 A 有 了 内 部 结构 ,比如 , 设 A 
表示 A?Cf(x1,x2) ,月 (r+2,z1)), 则 A 是 否 为 真 要 看 谓词 A? 代表 什么 了 . 比如 
41 代表 “相等”, 那么 诺 (z ,x2) = 4{x;,zx1) 是 否 为 真 还 要 看 及 代表 什么 函数 才 
能 确定 ,比如 丹 表示 在 格 中 对 两 个 元 取 上 确 界 , 则 这 个 等 式 成 立 .但 如 果 认 表示 
在 整数 集中 的 减法 , 则 这 个 等 式 就 不 成 立 了 , 可 见 对 谓词 演算 中 的 原子 公式 而 言 ， 
我 们 不 能 像 对 待命 是 演算 中 的 原子 公式 那样 ,简单 地 给 它 峰 以 值 1 或 0 以 表示 其 
真 或 假 .这 要 从 对 它 涉及 的 语言 符号 的 解释 做 起 . 

定义 3.2.1 设 是 一 阶 语言 ,的 解释 了 的 组 成 如 下 

(i) 一 个 非 空 集 Di , 叫 解 释 了 的 论 域 . 

Gii) Dr 中 的 一 组 与 中 的 个 体 常 元 a1 ,ay ,… 相 对 应 的 特定 元 5， 到 ，…， 

(ii) Pr 上 的 一 组 与 ¥ 中 的 谓词 符号 1A?| 相 对 应 的 关系 {A?| ,这 里 A?C D4， 
即 A 是 D; 上 的 元 关系 . 

(iy) Di 上 的 一 组 与 中 的 函数 符号 | 产 | 相 对 应 的 函数 | 形 | ,这 里 所 :Dr 一 记 ， 
是 Dr 上 的 nn 元 函数 , 

注 3.2.2 (i) 有 了 解释 了 之 后 ,2 中 的 变 元 zl ,xz,,… 就 可 以 通过 “峰值 "(下 
面 有 正式 定义 ) 而 被 赋予 以 Di 中 的 值 ( 即 Di 中 的 元 ), 这 时 一 阶 语言 中 的 量词 Y 
与 习 是 针对 Di 中 的 元 而 讲 的 ,而 不 是 针对 Di 的 子 集 而 讲 的 ,这 是 一 阶 语言 的 特 
点 .还 有 所 谓 * 一 阶 语言 ", 那 里 的 量词 是 针对 Di 的 子 集 以 及 更 一 般 的 D; 上 的 关 
系 而 讲 的 . 比如 “自然 数 的 每 个 非 空 子 集 都 含有 最 小 元 "这 名 话 就 超出 了 -~- 阶 语言 
的 表达 范围 ,因为 它 涉及 到 了 “每 个 非 空子 集 ”, 这 种 诸 句 是 要 用 二 阶 语言 才能 表 
达 的 . 

(ii) 一 舱 语 言 & 可 以 有 多 种 不 同 的 解释 .如 果 不 管 解释 的 好 与 坏 , 则 任何 上 都 
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有 如 下 的 解释 : 
取 DDi 为 任 一 非 空 集 ,在 Di 中 国定 一 个 元 4 ,使 罗 中 每 个 个 体 常 元 都 被 解释 为 
a ,使 双 中 每 个 函数 符号 都 被 解释 为 取 常 值 < 的 函数 ,同时 使 六 中 每 个 谓词 符号 都 
被 解释 为 空 关系 . 
显然 ,这 是 一 个 不 好 的 .无 用 的 解释 ,但 它 人 毕竟 是 一 种 解释 ,可 见 任何 一 阶 语言 2 
一 定 有 解释 . 
例 3.2,3 {i) 重新 考虑 例 3.1.4(i) 中 描述 自然 数 的 语言 多 那里 说 可 以 用 个 
体 常 元 al 表示 自然 数 0, 用 二 元 谓词 符号 A? 表示 相等 关系 ,等 等 .现在 可 以 用 定 
义 3.2.1 将 其 规范 化 , 即 , Dr = 10,1,2,…} ,a1 =0,Ai 为 D; 上 的 相等 关系 ,等 等 ， 
这 时 公式 
{ 7 工 ] } 由 z2 并 一 [ by xr3)( AT Fz! , rs) ,C2))) (3.2. 1) 
的 解释 (把 zx1 ,x2,xs 分 别 改 为 Di 中 的 x,y,z) 就 是 : 
“对 任何 自然 数 z 与 y, 并 非 对 所 有 的 自然 数 z 痢 有 z+z 关 y”. 
或 等 价 地 说 
“对 任何 自然 数 z 与 y, 总 有 自然 数 z 使 += y”. 
这 就 是 上 述 解释 下 (3,2.1) 式 的 意义 .可 见 在 这 种 解释 下 (3.2.1) 式 是 错误 的 . 
(ii 上 述 一 阶 语言 2 还 可 用 来 表示 整数 及 其 运算 . 这 时 相应 的 解释 的 论 域 当 
然 要 改 为 Di= |0, 土 1, 十 2,…} ,其 余 不 变 .这 时 (3,2.1) 式 的 意义 就 成 为 
“对 任何 整数 x 与 y, 总 有 整数 = 便 = + z= y”. 
这 显然 又 是 对 的 了 ,可 见 一 阶 语言 中 可 能 有 同一 个 公式 A , 它 在 某 些 解释 下 是 真 
的 ,而 在 另 一 些 解释 下 却 是 假 的 ， 


习 题 八 


1. 设 芯 是 一 阶 语言, 它 有 1 个 个 仁 常 元 a1,1 个 函数 符号 彤 和 1 个 谓词 特 号 

Af, 谈 公式 及 为 
(VO)(ATzia) AT fr, r1) ,a)). (3.2.2) 

(i) 设 外 的 解释 了 为 :Di=2,a1=0,f?(x,y) = zy,AT(x,y) 为 “<x 之 y", 间 
(3.2.2) 式 在 此 解释 下 的 意义 是 什么 ? 是 真 还 是 假 ? 

(ii) 把 解 炎 了 稍 作 改 变 , 设 f1(z，y) = 之 +y, 其 余 不 变 , 问 这 时 (3.2.2) 式 的 
意义 是 什么 ? 是 真 还 是 假 ? 

(ii) 把 解释 再 稍 作 改 变 , 设 Af(x，y) 表 示 “ 工 = 如， 问 这 时 {3.2.2) 式 的 意 
义 是 什么 ? 是 真 还 是 假 ? 

2. 设 一 阶 语言 宛 与 第 1 题 相 同 ,解释 了 为 :Di=Z,al=0,FEz 人 = 区 


§3.2 解释 、. 忆 辑 有 效 公 式 各， 


AT(zxyy) 是 "zx< y , 设 公 式 及 是 
(Vr (VY ra) CATF TI To) a AT( x x2)). (3.2.3》 
问 (3.2,3) 式 在 此 解释 下 的 意义 是 什么 ? 是 真 还 是 假 ? 又, 试 改 变 上 述 解释 ,使 
(3.2.3) 式 在 新 解释 下 的 真 . 假 情况 与 以 上 相反 ， 
3. 设 一 阶 语言 中 的 公式 及 为 
(Yarn 区 及 (zi)))， (3.2.4) 
公式 日 为 
(VY zr)(ATzr, 7z2) A(z, x1)). (3.2.5) 


试 分 别 作 出 不 同 的 解释 使 A(B) 有 时 为 真 ,有 时 为 假 ， 


4. 一 阶 语言 中 有 没有 一 种 公式 和, 它 在 任何 解释 下 都 是 真 的 ? 
$3.2.2 赋值 与 满足 


一 阶 语言 Y 在 有 了 解释 /之 后 ,¥ 中 的 个 体 常 元 、 函 数 符 号 ,项 谓词 符号 等 就 
有 了 在 Dr 中 的 明确 涵义 . 作 中 的 公式 就 成 为 论 域 Di 中 关于 它 所 售 变 元 的 一 种 论 
断 , 比 如 一 个 原 于 公式 A4(t1,1,) 经 过 解释 工 后 成 为 Di 中 的 某 种 论断 A9( 击 , 志 ). 
因为 一 般 说 来 ,#1 与 ts 中 含有 变 元 ,所 以 关于 五 ,五 的 论断 4 最 终 是 关于 变 元 的 
论断 .这 个 论断 正确 与 否 取决 于 所 涉及 的 变 元 在 Di 中 被 怎样 屿 值 而 定 ,比如 ,在 
例 3.1,4(i) 中 ,公式 4i( 月 (zza), 及 (zl,zz)) 被 解释 为 4 红 及 (zyza) ,及 (> ， 
x2))} ,Bh x + 三 2iz .这 是 关于 变 元 .二 与 池 了 的 论断 , 它 是 否 成 立 要 看 村 1 与 
22 怎样 在 N 中 取 值 而 定 , 变 元 的 取 值 定 下 来 之 后 才 可 以 判断 命题 的 真 假 

定义 3.2.4 设 了 是 一 阶 语言 , 工 是 Y 的 解释 .2 在 工 中 的 赋值 是 从 的 项 
集 7 到 Pi 的 一 个 映射 :5 一 DD ,满足 条 件 

人 ofai)=a, 这 里 到 是 汉中 的 个 体 常 元 . 

(vw( 久 (ta) == 及 Cv(#1),…, v(t)), 这 里 户 是 中 的 讽 数 符号 ， 

注 3,2.5 上 面 的 条 件 (i) 其 实在 作 解释 了 时 已 经 说 过 了 ,有 时 可 能 还 需要 给 
2 再 增添 几 个 备用 的 个 体 常 元 ,其 相应 的 Di 中 的 特定 元 神情 况 而 定 , 又 .了 中 最 简 
单 的 项 是 变 元 与 个 体 常 元 ,而 一 般 的 项 又 可 通过 函数 符号 由 它们 来 表示 .所 以 由 条 
件 () 知 , 只 要 v 在 每 个 变 元 处 的 值 w( zi) ,zw(zz)，… 给 定 了 ,那么 在 每 个 项 
处 的 值 也 都 完全 确定 了 ,所 以 ,如 果 用 X 表示 全 体 变 元 之 集 ,自然 XC 洒 且 &% 在 1 
中 的 赋值 %, 出 vw 在 六 .上 的 限制 vl 羡 而 定 . 

例 3.2.6 考虑 一 阶 语言 4 及 其 自然 数 解释 [规定 

vx) =1l, v(x)=2, v(x,) =0,n=3,4,.., 

则 v 就 决定 了 2 在 了 中 的 一 个 赋值 ,这 时 
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ofr zx2)) = fv rn) vr2)) = wr) + v(x2) =3, 
vB 7) = vrn) ,vr2)) = vx) Xv(r)=2, 

从 而 公式 A 扩 有 (rarz), 肠 (zz2)) 在 这 种 赋值 下 不 成 立 .但 如 果 把 赋值 v(xz1) 
改 为 2, 则 这 个 公式 又 成 二 了 了. 

定 光 3,2,7 设 芯 是 一 阶 语言 , 工 是 全 的 一 个 解释 ,w 和 站 是 2 在 了 中 的 两 个 
赋值 . 若 wv 与 wv 满足 条 件 

SiNHv(w) = ,1=1,2,. (3.2.6) 

则 称 赋值 " 与 v' 是 i 一 等 价 的 . 

通俗 地 说 w 与 vi 一 等 价 时 vw 除 可 能 在 一 个 变 元 zx; 处 的 值 与 v(x;) 不 同 而 
外 ,在 其 他 变 元 处 的 值 全 和 w 在 那些 变 元 处 的 值 一 样 , 即 ,w 和 ww“ 差 不 多 ”是 一 样 
的 . 当然 ,不 差 也 行 , 即 ,z 与 自身 也 是 i -等 价 的 (i =1,2,…). 

定义 3.2.8 设 了 ?是 一 阶 语言 ,了 是 乡 的 解释 ,wv 是 2 在 了 工 中 的 一 个 赋值 ,4 
是 艺 中 的 一 个 公式 .所 谓 v 满足 A 可 以 归纳 地 定义 如 下 : 

i) 车 4 是 原子 公式 入 (21,…,), 则 满足 A 指 Ar(v(41),…,wv()) 是 
在 Di 上 为 真 的 n 元 关系 ， 

(iD 腹 4 是 一 日 , 则 满足 4 指 w 不 满足 B. 

(i 若是 B->C, 则 ww 满足 A 指 v 满足 C 或 v 不 满足 B. 

(iv) 大 4 是 (Yz)B, 则 "满足 4 指 每 个 与 vi - 等 价 的 赋值 v 都 满足 BB. 

注 3,2.9 由 此 定义 知 对 任 一 公式 A 以 及 任 一 赋值 wz 满足 A 与 v 满足 
一 4 二 者 必 有 一 个 且 只 有 一 个 成 立 , 所 以 若 v 不 满足 一 A, 则 久 一 年 满足 4 .与 命 
题 演算 系统 工 不 同 ,这 里 已 经 不 谈论 v 在 A 处 的 “ 值 "了 . 当然 ,为 了 方便 起 见 约 
定 v( 有 A)=1 当 且 仅 当 满足 A 以 及 v(tA)=0 当日 仅 当 v 不 满足 4 也 是 可 以 的 ， 
而 且 

vA)=—v A), vA>B)=v( Ay B), 
vy A)=Alv (CA)|v 与 vi 等 价 |. (3.2.7) 

这 里 三 个 等 式 右边 的 一 , 习 和 入 都 是 10,1i 中 的 运算 ,所 以 当 区 的 解释 了 确定 之 
后 ,在 了 中 的 赋值 w 也 可 以 理解 为 一 种 满足 (3.2.7) 式 的 特殊 同 态 v:F->|0,1|. 

例 3.2.10 (Qi) 设 是 表示 自然 数 的 语言 ,其 解释 了 的 论 域 D)=N. 考 虑 中 
的 如 下 公式 A; 


AT fi(r1, x2), f(rss xa)). 
在 解释 [之 下 4 表示 “zlzz= zsz4 "如 果 4 在 了 中 的 赋值 满足 v(x1) =2， 
vz) =6,v(73)=3,0(74) =4, 则 vrir) = vc) v(x) = v(x or) = 
v(T3T4) ,所 以 满足 A. 
(ii) 际 上 , 表 设 多 中 的 公式 B 为 (Yix1) 有 A, 其 中 及 为 
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AT(f(rL ,12), (rs 71)). (3.2.8) 
由 于 在 自然 数 解 释 中 及 为 乘法 ,所 以 对 任 一 赋值 " 均 有 
ATCf(v (x0), v(x2)), B(v(r2), vt .1))) 

成 立 , 即 满足 A. 设 v 是 与 v 1 一 等 价 的 赋值 , 则 辣 理 有 w 满足 A ,所 以 v 满足 
B. 

回忆 了 zx, 是 一 (YY zx;) 一 的 简写 .所 以 如 此 赋值 v 满足 (9 x;) 有 A, 则 % 不 满足 
(Yi 一 .由 证 义 3.2.8(iv) ,有 与 vi 等 价 的 赋值 w ,不 满足 一 A, 即 wv' 清 
足 4. 反 过 来 , 设 ”满足 4 , 则 rz 不 满足 一 4 ,从 而 v 不 满足 (¥ zx) 一 A ,那么 vw 满 
足 一 Yzi) 一 4, 即 v 满 足 (3z)A. 又 , 易 证 明 若 w 满足 A, 则 也 灌 足 
(3 了 za ,所 以 有 

命题 3.2.11 设 Y 是 一 阶 语言 ,I 是 的 解释 ,vw 是 & 在 工 中 的 赋值 ,AE 父 

() 大 v 满 是 A, 则 vw 也 满足 (3 zx;)A. 

(ii) 名 满足 (9 x;)A, 当 有 旦 仅 当 有 与 vf 一 等 价 的 赋值 w ,vw 满足 A. 

例 3.2.12 设 一 阶 语言 芯 及 其 解释 与 例 3,2.10 相同 . 设 公 式 A(z,) 表 示 
AT( 及 (zy), 月 (天 (x;))). 设 赋值 Uv 满足 条 件 zi =2, 则 好 满足 { 了 zx)A{xri), 
事实 上 ,由 命题 3,2.11(i) ,只 需 证 明 v 满足 A(zx;), 因为 这 时 A(zx,) 在 本 例 中 被 解 
释 为 *= z+2" 月 v(x;)=2, 所 以 这 一 等 式 成 立 , 即 ? 满足 A(z). 

注 3.2,13 在 上 例 中 疼 只 有 一 个 个 体 常 元 a1, 且 在 作 解 释 时 已 经 把 a, 解释 
为 Di 中 的 特定 元 0 了 , 即 对 任何 峰值 v,v(al) =0. 所 以 任何 赋值 v 都 不 满足 公 
式 4(ei), 由 于 ai 是 区 中 惟一 的 个 体 常 元 ,这 一 事实 还 可 表述 为 “对 任 一 赋值 5 
以 及 任 一 个 体 常 元 a,, % 都 不 满足 A(a,)”. 另 一 方面 ,上 面 已 看 到 确实 有 赋值 " 满 
是 公式 (3 x)A(z,). 这 一 情况 总 然 是 不 大 协调 的 ,其 原因 在 于 赋值 在 各 变 元 并 1， 
z2,… 处 的 值 可 以 在 Di 中 任意 选取 ,但 它 在 % 中 个 体 常 元 处 的 值 却 已 经 固定 为 
消除 这 种 不 协调 性 ,我 们 约定 ,以 后 可 以 适当 给 增添 个 体 常 元 ,并 视 情况 确定 与 
之 相应 的 Di 中 的 特定 元 . 比如 在 上 例 中 设 Y 还 有 一 个 个 体 常 元 a, ,并 设 Di 中 与 
42 相对 应 的 特定 元 为 2, 那么 赋值 v 就 满足 公式 A (a,) 了 . 一 般 地 ,我 们 有 如 下 命 
题 : 

命题 3.2.14 设 宛 是 一 阶 语 言 ,了 是 x 的 解释 ,A(x;) 是 含有 自由 变 元 z 的 
公式 ,v 是 了 在 了 中 的 峰值. 

(2 者 ”满足 公式 {( 3xi)4(z), 则 2 中 有 个 体 常 元 < 使 满足 4A(c) 

(D 者 满足 A(c),c 是 名 中 的 个 体 常 元 , 则 vv 满足 公式 dr) A(r). 

由 于 这 一 命题 涉及 到 了 用 c 对 4(zi) 中 的 x， 作 代 入 ,在 未 证 明 这 个 命题 之 
前 ,我 们 先 证 明 下 面 的 项 的 代 信 定理， 

命题 3,.2.15 (项 的 代 人 定理 ) 设 是 一 阶 语言 ,1 是 纪 的 一 个 解释 ,A(z) 


- 到， 第 三 章 一 阶 谓词 演算 的 语义 理论 


EF,z 是 A(z;) 中 的 自由 变 元 , 设 上 是 关于 A(x;) 中 的 zx, 自由 的 项 , 是 在 了 
中 的 赋值 ,vw 是 与 v i -等 价 的 赋值 且 vw (x;)= w(tz), 则 ww 满足 A(z) 当 且 仅 当 w 
满足 A(x,). 

证 明 第 一 步 , 先 考虑 关于 项 中 变 元 的 代 换 问题 . 设 x 是 也 中 的 合 x, 的 项 ， 
z 是 在 如 中 用 i 取代 Tz 所 得 之 项 , 则 

vu )=v (nu). (3.2.9) 
事实 上 , 少 x 只 会 一 个 符号 六 , 则 
vu)= wv {ri)= v(t) = u(r ), 
即 (3.2.9) 式 成 立 , 今 设 & 是 氏 (u1，…, wu), 并 设 (3.2,9) 式 对 各 ww = ww 已 成 立 
(j=1,…,n), 则 由 是 所 (wj,… ,ww',) 知 
vou)=F (vu) ou) = ys 0)) = (Cn). 
这 就 证 明了 {3.2.9) 式 ， 

第 二 步 , 后 到 公式 中 变 元 的 代 换 问题 . 先 考 虑 原子 公式 . 设 4 (Zz) 是 
(ayWa); 则 Ali) 是 Ar(w'1,…,u',). 设 vy' 满 足 A(z), 即 A? (wv (1),…, 
mt) 在 中 成 立 , 则 由 (3.2.9) 式 知 A?(v(w 1),…,w(w)) 在 Dr 中 成 立 , 邯 
vv 满足 A(:). 

第 三 步 , 考 处 一 般 公式 中 变 元 的 代 换 问 题 ,用 归纳 法 证 明 . 

全 设 ALzi) 是 一 B(xz;), 且 定理 对 B(z,) 已 成 立 , 则 

v 满足 A(zx;) 当 且 仅 当 vw 不 满足 B(x.) 
当 且 仅 当 > 不 满足 如 (9 
当 且 仅 当 满足 A(z)， 
( 记 设 A(z;) 是 B(zi)>C(z;), 且 定理 对 B(x,) 与 Cx) 都 成 立 , 则 
v 满足 A(z;) 当 且 仅 当 v' 满 足 C(z,) 或 v 个 满足 B{ x;) 
当 有 目 仅 当 满足 C(i) 或 v 不 满足 B(z) 
当日 仅 当 vw 满足 Ati). 
ti 设 A(zi) 是 (Y zy)B(zx;)( 则 j 沽 让, 且 定 理 对 B(x) 已 成 立 , 则 
1 设 % 不 满足 A(:), 则 有 与 vj 一 等 价 的 赋值 w,mw 不 满足 B(z). 由 归纳 
稻 设 知 有 与 ww i - 等 价 的 赋值 w', w(x) = w(1) 且 w 不 满足 B(xz;). 因 为 1 关 
于 A(z;)( 即 (Y zx}B(z,)) 中 的 zx, 自由 ,所 以 六 不 在 上 中 出 现 ,从 而 
v(t)= w(t). (3,2.10) 
由 (3.2.10) 式 得 
2 ri)= v(t) = wt) = w (x,). 【3.2,11) 
又 , 当 帮 天 i 天) 时 
Vz) = v0 wr)= w(x), (3,2,12) 


$3.2 解释 , 退 辑 有 效 公式 "3. 


所 以 由 (3.2.11) 与 (3.2.12) 二 式 知 w' 与 vj 一 等 价 .既然 ww 不 满足 中 (zx 所 以 
v 不 满足 CY x}B(xi), 即 vw 不 满足 A(x;). 
2 到 过 来 , 设 不 满足 A(zx,), 即 v' 不 满足 (VY zx)B(zx;), 则 有 与 wj 一 等 
价 的 赋值 ww ,ww 不 满足 B(x,), 这 时 
w(x) = (r= v(t). {3.2.13) 
令 业 tp)= w(x)( 关 门 且 wv (zz)=w'(zwj), 则 wv* 与 vj- 等 价 , 且 因 :中 不 
含 ;, 故 
v(t)= v(t). {3.2.14) 
由 (3,2,13) 式 与 (3,2.14) 式 得 
Ww (x) = vu (4). 
及 ,当天 i 天 ) 时 
UV (x)= vr) (Tz) = (Cx) 
且 wv (如)=w(z)), 所 以 wv* 与 w 是 i -等 价 的 ,由 归纳 假设 ,wv * 不 满足 BUDD) 
因此 " 不 满足 (Y¥ xz,)B(z), 即 wv 不 满足 A(i). 

这 就 证 明了 项 的 代 人 定理 ， 

现在 证 明 命 题 3.2.14. 

00) 设 v 满 吓 (xz;)A(zi), 则 由 命题 3.2,11(ii) 知 存在 与 vi - 等 价 的 赋值 
2 满 是 A(zri). 设 w(tz;)=cED,, 在 了 中 取 与 特定 元 5 相对 应 的 个 体 常 元 (如 
果 没 有 ,就 添加 一 个 jc, 则 v(c)=c=w (xz), 因 为 v 满足 A(zx;), 所 以 由 项 的 代 
人 定理 知 v 满足 A(c). 顺 便 指出 ,这 个 c 是 可 随 w 而 变 的 . 

(i) 设 忆 满 是 A(c), 目 wic)=cEDi. 取 与 vi 一 等 价 的 赋值 使 w (x;)=c 
=v(e), 则 由 项 的 代入 定理 知 wv 满足 A (zx;), 从 而 由 命题 3.2.11(ii) 知 v 满足 
(I zi)A(z,), 

命题 3.2.14 并 不 是 说 (zx,)A(zxi) 与 A(c) 远 辑 等 价 ,请 读者 参看 例 5.2.2. 


§ 3.2.3 ”关于 解释 I 而 言 的 真 公式 与 假 公 式 、 
可 满足 的 公式 与 逻辑 有 效 公式 


定义 3.2.16 设 是 一 阶 语言 ,1 是 的 一 个 解释 ,AE 严 如 果 对 在 1 中 的 
每 个 赋值 " 都 有 " 满足 A , 则 称 A 是 关于 了 的 真 公式 , 记 作 1-A .如果 对 2 在 7 
中 的 每 个 赋值 都 有 " 不 满足 4 , 则 称 A 为 关于 1 的 假 公 式 . 当 IAA 时 称 解释 7 
满足 A .如果 多 有 解释 满足 4 , 则 称 A 是 可 满足 的 .这 时 也 称 了 为 4 的 模型 没 
有 模型 的 公式 叫做 不 可 满足 的 . 

注 3,2.17 (iD 解释 了 满足 公式 4 是 一 个 整体 性 概念 , 指 对 在 了 中 的 每 个 
峰值 w 都 有 > 满足 4 ,这 与 单个 赋值 v 满足 A 是 完全 不 同 的 . 当然 ,一 个 赋值 * 可 
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以 满足 一 个 公式 4 ,但 这 时 我 们 不 使 用 “4 可 以 被 满足 ”或 “A 是 可 满足 的 ”这些 
间 , 因 为 这 些 词 表 示 4 可 在 整体 上 被 某 个 解释 1 所 满足 . 

(i 关于 一 个 解释 ! 而 言 , 有 喷 非 真 又 非 假 的 公式 ,比如 ,考虑 一 阶 语言 上 及 
其 目 然 数 解释 了 如 果 取 公式 A 为 A1(zx1,53), 则 其 解释 为 "zx1 = xz2”. 这 时 对 某 些 
赋值 w 而 言 ," 满足 "ri 二 x2” ,只 要 w(x1)= afra) 就 行 .但 对 另 一 些 赋值 x ,比如 
4 满足 条 件 a(x1)=1,wutx;)=2, 则 vw 不 满足 “ri; = 所 以 由 既 不 是 真 公式 ， 
又 不 是 假 公 式 ,这 时 解释 [不 满足 A. 如 果 换 一 个 解释 ,使 A1= Dr x Di , 则 显 
见 卫 满足 A, 所 以 A 是 可 满足 的 ,又 ,请 读者 验证 A 一 A 是 不 可 满足 的 . 

Gi) 任 一 公式 不 能 既 为 真 公式 , 丸 为 假 公 式 ， 

tiv) 4 与 一 4 不 能 都 为 真 会 式 , 若 其 中 一 个 为 真 公式 , 则 另 一 个 为 假 公 式 , 反 
之 亦 然 . 

(v) A 一 日 为 假 公 式 当 目 仅 当 A 为 真 公式 且 B 为 假 公 式 . 

由 峰值 满足 公式 的 定义 3,2,8 立即 得 出 

命题 3.2.18 设 上 是 一 阶 语言 的 一 个 解释 ,A ,B,CEZ, 那 么 

中 寿 珀 (4 一 B) 且 TEA, 划 了 EB. (3,2.15) 

{说 阁 J 碑 AB 且 IB=C, 则 AC. (3.2.16) 

命题 3.2.19 设 ! 是 一 阶 语言 艺 的 一 个 解释 ,4E 详 则 

中 车 f 斤 A, 则 [EE(3 x;)A. 

(让 车 [上 4, 则 了 (VY zx)h, 且 反之 亦 然 . 

(iD 大 三, 则 了 EF{Y yy)…(Yy,)A, 且 反之 亦 然 . 
这 里 z, ,yj ,"… ,都 是 变 元 符号 

证 明 (i) 设 fA4,w 是 六 在 了 中 的 任 一 赋值 , 则 vw 满足 A, 所 以 由 命题 
3.2.11(i) 知己 满足 (x;)A, 由 wv 的 任意 性 即 得 [ 鼎 ( 3 x,)A. 

(说 设 玫 A,w 是 4 在 中 的 任 一 赋值 . 则 由 和 A 知 与 wi 一 等 价 的 匡 值 w 
也 满足 人 ,可 见 v 满 足 (Yzi)4. 由 二 的 任意 性 即 得 站- YY zi)A, 反 过 来 容易 从 
上 (YYz)A 得 出 下 -4， 

(ii) 是 (i 的 直接 推论 ， 

定义 3.2,20 设 Ao(p1,…, 轧 ,) 是 命题 演算 系统 上 中 的 公式 , 它 由 原子 公式 
DP1，…,p。 经 连接 词 连接 而 成 .如 果 把 pP1,… ,ps 分 别 用 一 阶 语言 艺 的 公式 4 ,…， 
4 去 代 换 , 则 得 艺 中 的 一 个 公式 Ao( A AD) 时 做 Ao(p1,…, p, ) 的 代 换 实 
例 . 


如 ,说 Aotpi ;Pp2) 为 一 p14 一 ;2, 则 
一 ! Y TI) ANz) 一 人 Y ra) A 亲 ,To (Al( zs) >( y zi AI(z))) 
是 Ao( pi #2) 的 一 个 代 换 实例 .显然 ,上 式 也 是 -pj 一 ( p23) 的 代 换 实例 ,也 是 
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一 二 (pa*(p3 阅 p4)) 的 代 换 实 全 

定义 3.2.21 一 阶 语言 中 的 公式 A 叫 重 计 式 , 若 它 是 工 中 某 重 言 式 的 代 
换 实例 . 

如 ,(Yzratzen(YzAlzi)y 是 多 中 的 重 言 式 ,因为 它 是 世 中 的 重 言 
式 记 -Di 的 代 换 实例 . 

命题 3.2.22 设 A 是 一 阶 语言 寺中 的 重 言 式 , 则 对 艺 的 任何 解释 了 都 有 
IEA. 

证 明 设 z 中 的 公式 Ao(A1,…,A) 是 工 中 公式 Ao(p1,…, Pi) 的 代 换 实 
例 , 为 简便 计 , 以 下 用 和 A 记 Ao(AL… A), 用 Ao 记 Ao(pPi,…, 识 ). 设 1 是 了 的 
解释 ,% 是 在 了 中 的 赋值 .注音 AoEF(S), 这 里 S$S= | pi, pz,…|. 定义 映射 
v 3S* 上 ,二 如 下 

对 于 =1,… ,点 ,规定 

, 1]， 若 wv 满足 AA;， 
? (n= 车 wv 不 满 趾 A， 
对 于 17>&, 规 定 w(p;) =0, 则 wv 生成 F(S) 的 一 个 赋值 , 仍 记 为 vw .为 证 明 命 是 
3.2.22, 只 需 证 明 满足 4 当量 仪 当 v (Aq)=1. 

设 A0 是 某 原 子 公式 pp;, 则 由 立 的 定义 知 v 满足 4 当 是 仅 当 ww (A0)=1. 以 
下 用 归纳 法 证 明 一 般 情 形 下 的 论断 . 

(0) 设 Ao 是 一 Bo 且 论 断 对 Bo 成立 .这 时 A 是 一 B. 由 归纳 假设 知 ”满足 召 
当 有 目 仅 当 vw (Bo)=1, 即 % 不 满足 B 当日 仅 当 mw (Bo) =0. 所 以 vw 满足 A 当 且 仅 
当 w (An)=1. 

(让 设 40 是 Bo>Co 且 论断 对 Bo 与 Co 都 成 立 ,这 时 4 是 有 ->C. 由 此 得 

J 满足 A ” 当 且 仅 当 wv 不 满足 BB 或 v 满足 CC 
当 且 仅 当 wvw(B0)=0 或 v(Co)=1 
当 且 仅 当 vw (Bo>Co)=1 
当日 仅 当 w(A0)=1 
因为 代 换 实例 的 原型 Ao 作为 下 (S) 中 的 公式 不 含量 词 ,所 以 归纳 推理 已 完成 . 

注 3.2.23 ”上述 命 题 的 道 命题 不 成 立 . 比 如 ,由 命题 3.2.19 容易 证 明 对 的 
任 一 解释 1 有 二 A 一 (xz)A. 但 A 一 (x)A 显然 不 是 工 中 重 言 式 的 代 换 实 
例 , 所 以 A->(]] zx;)A 不 是 中 的 重 言 式 . 

定 闵 3.2,24 一 阶 语言 ¥ 中 不 会 自 由 出 现 的 变 元 的 公式 叫 闭 公式 ， 

一 个 会 式 中 的 自由 变 元 是 在 赋值 过 程 中 真正 起 作用 的 变 元 .这 可 由 以 下 命题 
看 出 . 

命题 3.2.25 设 & 是 一 阶 语言 ,了 是 区 的 一 个 解释 ,4 和 和 o 与 四 是 2 在 了 
中 的 两 个 赋值 .如果 对 A 中 的 每 个 自由 变 元 x; 者 有 v(x) = w(x), 则 多 满 是 和 A 
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当 且 仅 当 ww 满足 4. 

证 明 关于 连接 词 与 量词 的 总 个 数 进行 时 纳 证 明 , 设 A 中 不 会 连 接 词 与 量 

词 ,由 4 是 原子 公式 Ax{z1,…,t,). 由 假设 知 

v= wt) vt ) = w(t ), (3.2.17) 
这 是 因为 名 ,…,t, 中 的 变 元 都 是 A 中 的 自由 变 元 .由 (3.2.17) 式 知 v 满足 4 当 
且 仅 当 z 满足 .以 下 是 归纳 推理 . 

(i) 设 六 是 一 B 且 已 证 w 满足 B 当 且 充当 ww 满足 B, 则 立即 推出 多 满足 A 当 
日 仪 当世 满足 4. 

(让 设 和 4 是 BC 且 已 证 明 w 满足 B 当日 仅 当 ww 满足 B,w 满足 C 当 且 仅 当 
也 满足 C, 则 仍 易 推 出 v 满足 A 当 旦 仅 当 m 满足 4. 

(这 设 和 A 是 (Y zx;)B 且 已 证 明 w 满足 B 当日 仅 当 ww 满足 B. 设 v 满足 4 ,ww 
基 与 wi ~ 等 价 的 赋值 .因为 x; 不 在 A 中 自由 出 现 ,所 以 对 4 中 每 个 自由 变 元 ， 
均 有 wv(y) = w (y), 帮 赋值 使 

v(x) = ww x), 

v {x)= v(x ), 7 天 ii 
则 ”与 是; - 等 价 的 ,从 而 w 满 足 及 .又 ,对 呈 中 任 一 自由 变 元 y 均 有 w'(y)= 
v (3). 因 为 已 知 wv 满足 B, 所 以 由 归纳 假设 知 w 满足 B. 但 ww" 是 与 包 ; 一 等 价 的 
任 一 赋值 ,所 以 w 满足 A. 反 过 来 ,用 同样 的 方法 可 证 若 ww 满足 4 , 则 满足 A. 

这 就 证 明了 命题 3.2.25. 

注意 ,在 以 上 的 证 明 ( 证 ) 中 ,由 于 z 不 是 A 的 自由 变 元 ,所 以 得 不 出 v(x,) = 
w(xz;) 的 条 件 .但 x; 可 以 是 B 的 自由 变 元 ,所 以 wv 与 w 虽然 对 A 中 各 自由 变 元 部 
取 相 同 的 值 ,但 它们 未 必 对 B 中 各 自 由 变 元 都 取 相同 的 值 (x, 可 能 是 例外 ). 正 因 
如 此 , 当 对 B 应 用 归纳 假设 时 v 与 上 这 一 对 赋值 是 不 合用 的 ,所 以 才 有 新 一 对 赋 
值 与 ww 的 出 现 . 

由 命题 3.2.25 可 以 得 出 一 条 重要 的 推论 . 设 4 是 中 的 闭 公式 , 则 有 4 不 会 
自由 变 元 ,所 以 命题 3.2.25 中 关于 w 与 w 的 条 件 自然 成 立 .那么 对 艺 的 任 一 解释 
以 及 * 在 工 中 的 任 二 赋值 均 有 ，* 满足 4 当日 仅 当 w 满足 4 , 即 , 一 旦 有 一 个 赋值 
v 满足 4 ,那么 所 有 的 赋值 都 满足 4 ,又 ,由 于 "满足 4 与 满足 一 A 二 者 中 必 有 
一 个 成 立 ,所 以 有 如 下 推论 ， 

推论 3.2.26 设 A 是 一 阶 语言 # 中 的 闭 公式 ,了 是 的 任 一 解释 , 则 jA 
与 1 厂 -A 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 

定义 3.2.27 了 中 的 公式 A 岂 思 辑 有 效 的 ,车 对 的 每 个 解释 1 均 有 I 上 A. 
祭 叫 矛盾 式 , 若 对 终 的 每 个 解释 了 均 有 j 上 -一 4, 即 ,对 2 的 每 个 解释 了 以 及 4¥ 在 I 
中 的 每 个 赋值 v,w 都 不 满足 4 . 

由 命题 3.2.22 可 见 , 世 中 的 重 言 式 是 逻辑 有 效 公式 ,但 逻辑 有 效 公 起 不 限于 
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重 言 式 ,如 A 一 (]] x,)A,(Y zx,)A 一 A 等 都 是 氨 辑 有 效 公式 ,它们 都 不 是 重 言 式 . 
又 , 竟 辑 有 效 公式 自然 是 可 满足 的 公式 ,因为 对 的 任 一 解释 了 都 满足 这 个 公 
式 .但 是 反 过 来 ,如 注 3.2.17{ii) 所 述 ,可 满足 的 公式 不 必 是 膛 辑 有 效 公式 ， 

由 命题 3.2.18 立即 得 到 

命题 3.2.28 设 A,B,C 是 一 阶 语言 中 的 公式 . 

(i) 若 4 日 和 4 都 是 逐 辑 有 效 公式 , 则 B 是 逻辑 有 效 公式 ， 

(iD 若 4 一 日 和 BC 都 是 深 辑 有 效 会 式 , 则 A->C 是 逻辑 有 效 公 式 ， 

以 后 我 们 分 别称 (i 和 (i) 为 关于 多 辑 有 效 公式 的 MP 规则 和 HS 规则 ， 

定义 3,23.29 设 zi,…，z 是 公式 A 中 的 全 部 自由 出现 的 变 元 , 则 称 
(Yr (YY zx,) A 为 A 的 完全 闭 包 , 记 作 CIA. 

CIA 自然 是 闭 公 式 , 由 命题 3,2,19 得 

命 原 3.2.30 设 4 是 一 阶 语言 4 中 的 公式 , 则 以 下 各 条 等 价 ， 

(i) A 是 逻辑 有 效 公 式 ; 

(i) (YY x;)A 是 逻辑 有 效 公 式 ; 

《ii CA 是 逻辑 有 效 公 式 . 

例 3.2.31 (i) (VY zi)A 一 (xi)A 是 拨 辑 有 效 公 式 ,事实 上 ,前 面 已 经 说 过 
(VYz)A 习 A 和 4-~(3z)A 都 是 还 辑 有 效 公式 ,所 以 由 命题 3.2.28 (ii) 知 
(Y zx)A 一 (xz)A 是 逻辑 有 效 公 式 . 

(ii) 设 4 为 原子 公式 , 则 4 不 是 逻辑 有 效 的 .事实 上 , 设 和 A 为 Ar(f1,…,z,). 
设 了 是 2 的 任 一 解释 , 则 Di 取 儿 . 令 A? 为 D? 的 空子 集 , 则 无 论 Y 在 了 中 的 赋值 
是 什么 ,AF(v(z1),…,v(z,)) 总 不 成 立 , 即 ,wv 不 满足 4 ,所 以 A 不 是 逻辑 有 效 公 
式 . 

(证 ) 设 A 为 公式 (YI I ras) AT( zi, rz) 3 ri) (Yr2) ATCzrL, x2), 则 O 
A 不 是 馆 辑 有 效 公 式 .事实 上 , 设 解释 [的 论 域 Di= Z,A?(y,z) 是 关系 “y<z”， 
则 (YY x1)( x2)AT(x1, xz2) 表 示 “Y yEZ, 存 在 zEZ, 使 y< z”, 这 是 对 的 .但 
(zx) (Yr2)AT(z1,z2) 表 示 “ 存 在 yEZ, 使 得 YzEZ 均 有 y<z”, 这 是 不 成 立 
的 . 即 , 刀 有 解释 了 ,对 在 了 中 的 每 个 赋值 w 均 有 wv 满足 (Y x1)( 于 x) A? (zi， 
7x2) ,但 0 不 满足 { 3zr)( Y ra)AT(zl ,2) ,因此 C 不 满足 A ;站 不 是 垩 辑 有 效 公 

(iv) 容易 看 出 , 若 A 是 矛盾 式 , 则 A 是 不 可 满足 的 .但 反 过 来 ,不 可 满足 的 公 
式 ( 即 没 有 模型 的 公式 ) 不 必 为 矛盾 式 . 比如, 设 和 A 为 Al(z1)A 一 Al(xo),1 是 攻 
的 任 一 解释 . 取 在 中 的 赋值 v 使 v(x1) = v(x;), 则 wv 显然 不 满足 A, 所 以 了 
不 是 A 的 模型 ,从 而 由 了 的 任意 性 知 A 是 不 可 满足 的 ,但 4 不 是 矛盾 式 .事实 上 ， 
设 为 自然 数 解释 , 且 Al={5n|nE Ni. 取 赋值 使 o(zi)=5,o(z)=3, 则 ay 
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满足 各 ,所 以 下 不 是 矛盾 式 . 
$3.3 次 辑 等 价 


定义 3.3.1 设 4 与 如 是 一 阶 语言 Y 中 的 两 个 公式 ,如 果 4 一 日 与 B->A 都 
是 还 辑 有 效 公 式 , 则 称 A 与 也是 逻辑 筹 价 的 , 记 作 A 有 AB. 

回忆 v(A)=1 表示 %v 满足 A,v(A)=0 表 示 v 不 满足 A ,我 们 有 

命题 3.3.2 设 4,BE8 则 As 日 当 日 仅 当 对 % 的 每 个 解释 了 以 及 4 在] 
中 的 每 个 赋值 wv 都 有 w(A)=w(B), 即 ,w 满足 A 当 且 仅 当 vw 满足 吾 . 

证 明 设 AB,I 是 的 任 一 解释 , 则 J 奢 4>B 与 三 B>A 都 成 立 设 。 
是 在 了 中 的 任 一 赋值 , 则 vw 满足 A 一 B 且 w 满 足 B->A ,由 此 立即 推出 w(A) = 
v(B). 显 然 , 反 向 推理 也 成 立 . 

命题 3.3,3 设 A 是 一 阶 语言 中 的 公式 , 则 

(VIO(VYrDAT(Y ra)( Yr)A. (3.3.1) 

证 明 只 需 证 对 多 的 任 一 解释 了 以 及 在 了 中 的 任 一 赋值 w,u(B)=1 当 且 
仅 当 wv(C)=1, 这 里 B 与 分别 表示 (3.3.1) 式 左边 与 右边 的 公式 . 

设 v(B)=1,c1 与 62 是 Dr 中 任 二 元 . 作 赋 值 w= w(ei ,区 ) 如 下 ， 

Ww(r1)=e, wer) = cw x,)= v(x ) ,1, i?, (3.3.2) 
则 如 满足 .事实 上 ,由 外 满 足 (¥ zx)(Y zz)A 知 每 个 与 v 与 1- 等 价 的 赋值 4 
都 满足 (VY x2)A ,特别 可 取 w 使 =( zi) = ci. 这 时 每 个 与 mn 2 一 等 价 的 赋值 都 满足 
A. 这 时 已 有 w(x1)=u《z1)=c1, 所 以 如 与 & 是 2 一 等 价 的 ,从 而 ww 满足 4. 如 
宁 oC)=1 不 成 立 , 则 存在 与 v2- 等 价 的 赋值 v' ,w(t( YziA)=0, 这 时 又 存 
在 与 w 1 等 价 的 赋值 w”,v 不 满足 4. 设 V(r) = dr) = = 
w(d1,qd2). 这 与 以 上 所 证 w(ci,c) 对 任意 的 5 ,CE Di 都 满足 A 相 矛 慎 . 所 以 
v(C)=1. 反 过 来 , 设 w(C)=1 ,同样 可 证 w(B8)=1. 

命题 3.3.4 设 汪 是 8 上 的 逻辑 等 价 关系 , 则 

(1) 之 是 多 上 的 等 价 关系 ， 

(让 设 AB, 则 一 A 一 B,A,BE 

(ii 设 AsB,CeoD, 则 4 一 CsB-D， A,B,C,DES 

(ivy) 设 AzsB, 则 (Y¥ xi) A Yr)B,(Ir)As( Jr)B,A,BES, zi 是 六 
中 的 变 元 符号 ， 

证 明 (i) 由 命题 3.3.2 立即 看 出 s* 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ,所 以 sx 是 8 
上 的 等 价 关系 . 

(i) 设 AsB, 则 A 一 B 与 B->A 都 是 逮 辑 有 效 公 式 ,又 , 易 证 一 4 一 Be 
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BA4 ,一 -> 一 44-> 日 ,所 以 一 4 一 一旦 和 一 B 一 一 4 都 是 逻辑 有 效 公 式 ,从 
而 一 4 一 日 

(ii) 设 ABCssDP,o 是 了 在 任 一 解释 了 工 中 的 任 :赋值 . 设 "满足 4 *C， 
则 v 不 满足 4 或 避 满足 C, 由 AB 和 CD 知 %v 不 满足 BB 或 v 满足 万 ,从 而 
满足 8B 一 也 . 反 过 来 ,车 v 满足 B 一 DD, 同 理 可 江 vw 满足 A 一 C. 所 以 A 一 CB 一 
D. 

(iv) 设 A 守 B,v 是 YY 在 任 一 解释 中 的 企 一 赋值 ,如 果 满足 (VY zx)A, 则 与 
vi 一 等 价 的 每 个 赋值 都 满足 A ,因为 AB, 所 以 每 个 与 vi -等 价 的 赋值 都 满足 
B. 可 见 vv 满足 (Y zx;)B. 叉 ,相反 的 推理 也 成 立 , 所 以 {YY zjA(Yzr)B. 又 ,在 
此 基础 上 注意 ( 3 x,) 是 一 (Y¥ xz;) 一 的 简写 ,用 两 次 (ii) 妈 得 (x )A 寺 (Ix)B. 


习 题 九 


1. 设 1 是 ¥ 的 解释 ,A, 昌 EF 

(i) 该 证 4 一 日 是 关于 了 的 假 公 式 当 且 仅 尖 册 是 关于 了 的 真 公式 县 忆 是 关于 
了 的 慨 公 喜 . 

(i A 是 关于 了 的 真 公式 指 JFA 成 立 . 那么 及 是 关于 本 的 假 公 式 是 否 指 攻 
月 不成立? 为 什么 ? 

( 沿 ) 能 不 能 说 4 一 吾 是 关于 开 的 真 公式 当 且 仅 当 电 是 关于 了 的 真 公式 或 由 
十 关于 的 假 公 式 ?为 什么 ? 

2. 考虑 一 阶 语言 8 的 自然 数 解释 了 

(i) 找 出 区 在 寺中 的 典 值 习 来 ,使 满足 公式 由 ,这 里 AA 分 别 为 

T AT(fi( zi ,x1), Br ,73)); 

2 (VY zi) A CL 2) ,3); 

3 A FI(x1,a1), ro) > AT A Ti, 2), 73). 

(iD) 羯 断 上 4A 是 否 成 立 , 这 里 太 分 别 为 

FVYrOAT fr, al), z1); 

2 (VIO(VY zr)( ATir a ra A f(r,a1), 21))) 

3 (Jr A FA zr, rn) , B(x, r1)). 

3, 试 证 下 述 公 式 是 交加 有 效 公 式 : 

(DD) (IzD(V ro) ATlr, ro) Yr) I re) AT zr, 12); 

(D(CYzD)AI(z)>(Yz2)Al(x2) (提示; 车 vv 满 是 (VY zl)Alx1), 则 A1= 
Dn); 

(ii (Vr) (A>B)>((Y zx) A->(Y¥ 7x)B). 
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4. 举 出 3 个 不 是 闭 公 式 的 逻辑 有 效 公 式 ， 

5, 奉 出 3 个 不 是 重 言 式 的 带 辑 有 效 公式 ， 

6. 设 xz 在 A{xi) 中 自由 , 且 项 1 关于 A(lz) 中 的 x 自由. 试 证 A(1) 一 
(zx)A(z;) 是 过 辑 有 效 的 {提示 :利用 项 的 代入 定理 ). 

7. 以 下 各 公式 是 否 还 辑 有 效 ? 为 什么 ? 

(i) { ¥ rt Vr) A ,T2) >{ 是 zr2)( ¥ ri) Af(x ;2); 

GD (VY zn)(Ala)>Al(z1)) ,a 是 多 中 的 一 个 个 体 常 元 ; 

[iii (¥ zr Iza) A ra (dz) (Yr) A zr, x2); 

(iv) (I rz) VIDAL za) (Vr)( ra) AT zr, 2). 

8. 设 和 ,B,CEZ, 斌 证 

(DAV BEBVA, AABLSBHA; 

(i AA(BY CE(AAB)V (AAC), AV (BACIE(AVY BIA(AY CY. 

9. 证 明 本 章 开 始 时 所 讲 的 推论 ( 刘 “ 一 (ii) “是 含 理 的 . 
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在 上 一 竟 里 我 们 借助 于 合式 公式 集 多 以 外 的 对 象 建 立 了 一 阶 语言 的 解释 及 其 
在 解释 中 的 峰值 等 概念 ,基于 这 些 儿 以 外 的 工具 描述 了 诸如 项 的 代入 定理 ,可 满足 
性 ,逻辑 有 效 公 式 以 及 逻辑 等 价 性 等 一 系列 重要 性 质 . 在 本 章 中 我 们 将 用 另 一 方式 
来 刻画 有 关 合 式 公式 的 基本 性 质 , 即 , 通 过 在 自身 中 给 出 公理 和 推理 规则 来 展开 
谓词 演算 理论 ,这 就 是 一 阶 调 词 演算 的 语 构 理论 ,可 见 ,由 于 一 阶 语言 8 的 符号 比 
信 题 演算 系统 工 中 的 符号 为 多 ,所 以 的 公理 系统 和 推理 规则 也 较 形式 系统 
中 的 公理 系统 和 推理 规则 复杂 . 


$4.1 形式 系统 KK。 
$34.1.1 一 阶 系统 KK。 


我 们 记得 ,任何 形式 系统 都 由 字符 表 、 公 式 集 .公理 集 和 推理 规则 集 这 4 部 分 
组 成 ,由 于 前 两 个 部 分 已 经 在 介绍 一 阶 语言 & 时 讲述 了 ,所 以 为 给 出 与 多 相 应 的 
形式 系统 ,只 需 再 给 出 公理 集 与 推理 规则 集 即 可 . 

定义 4.1.1 一 阶 系统 及 ;的 字符 表 和 公式 集 是 一 阶 语言 Y 的 字符 表 与 公式 
集 ,其 会 理 集 与 推理 规则 集 如 下 ; 

及 z 的 公理 集 由 以 下 形式 的 公式 组 成 : 

(Kl1) 4 一 (了 3- 一 4); 
(K2) (4 一 (BC)) 一 ((4 一 有 )-(A-C)); 
《K3) 《一 4 一 一 且 )- 一 (B->A4); 
(EK4) (Yr)A A; 
US) (Y zi)A(zi)>A(1) 0z 是 4(z) 的 自由 变 元 , 目 项 上 关于 A(x) 中 
的 xz; 自由 ); 
(K6) (Yr)(A>B)>(A>(Y xz;)B)(zx,; 不 在 A 中 自由 出 现 )， 
《iD 站 y 的 推理 规则 集 含 两 条 推理 规则 . 
MP 规则 ， 从 A 一 B 与 4 可 得 B. 
推广 规则 ;” 从 A 可 得 (¥ zx,)A. 
以 下 用 Gen 表示 推广 规则 ( 即 ,Generalization 的 缩写 ). 
注 4.1.2 (i) 由 后 面 将 要 讲 的 可 靠 性 定理 知 公理 {K1) 一 (K6) 都 是 逻辑 有 效 
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公式 ,在 本 章 末 丸 要 证 明 凡 钦 辑 有 效 公式 都 可 以 从 这 6 条 公理 出 发 运用 两 条 推理 
规则 推出 来 ,从 而 谓词 演算 的 语义 理论 与 语 构 理 论 是 和 谐 统 一 的 . 
(ii) 不 少 著作 中 (K4) 具 有 较 联 的 形式 (参看 文献 [1]), 即 
(K4 ){Y zx)A 一 A(zxi 不 在 A 中 自由 出 现 ). 
因为 x; 关于 A(z;) 中 的 x; 总 是 自由 的 ,所 以 如 果 xz; 在 A(x;) 中 自由 出 现 , 则 由 
(K5) 仍 有 (Y zi}A 一 A 可见 (K4 ) 后 面 的 限制 可 以 去 掉 .因为 以 后 经 常 使 用 的 都 
是 (K4) 而 不 是 (K4'), 所 以 在 本 书 中 我 们 采用 前 者 . 

(i) 公理 (K5) 后 面 的 限制 是 必要 的 ,否则 它 将 可 能 不 是 雏 辑 有 效 公式 , 比如 ， 
取 一 阶 语言 4 的 解释 1, 使 Di = Z, Af 的 解释 为 二 元 关系 “<”, 公 式 A(x;) 为 
( 3 XA (x1,X2), 令 it 为 zi , 则 了 关于 A(x;) 中 的 Ta 不 自 由 :这 时 (KS) 的 解释 
为 

(¥ x2){ 3 THTIT TX) 了 TI (LTT). 
这 在 Z 中 显然 是 不 成 立 的 ,从 而 (Y x2) A (zx2) 一 A(z1) 不 是 九 辑 有 效 公式 . 

(iv) 公理 (K6) 中 要 求 z; 不 在 A 中 自由 出 现 也 是 不 可 少 的 限制 .事实 上 , 仍 考 
虚 上 面 的 解释 ,这 时 

TE (Vr) Ai(z ,2 AT(CLL ,x2)), 
但 有 赋值 " 不 满足 Ai(zizz)->(Yza)Atziz) ,所 以 (K6) 型 的 公式 

{(¥ ra) (At(xi, ra) AT( zs ro) (AAT, zj Y za)Ai(ziyz2)) 
不 是 逻辑 有 效 公 式 ,其 原因 在 于 zx; 在 Ai(zi ,zs) 中 是 自由 的 . 

{v) 以 下 在 不 致 混淆 时 把 形式 系统 天 s 简 记 为 K. 

因为 环比 工 多 了 一 条 推理 规则 Gen, 所 以 下 面 KK 中 证 明 的 定义 是 自然 的 . 

定义 4.1.3 五 中 的 证 明 是 一 个 有 限 的 公式 序列 Ai ,…,4 ,这 里 对 每 个 ;去 
2 4; 是 公理 ,或 A, 是 通过 前 面 的 公式 运用 MP 或 Gen 而 得 的 公式 . 这 个 证 明 叫 
4, 的 证 明 , nn 叫 证 明 的 长 度 , 4, 叫 定理 , 记 作 上 kA, ,在 不 致 混淆 时 也 简 记 为 

FA,. 

注 4.1.4 (i) 因为 KK 中 的 公理 (K1) 一 (K3) 是 命题 演算 系统 工 中 三 条 公理 
的 代 换 实例 ,所 以 中 每 个 定理 的 代 换 实例 必 为 玉 中 的 定理 , 比如 ， (p1™ p2)— 
(一 2 一 1) 是 工 中 的 定理 ,那么 它 的 代 换 实例 (A>(Yx)B)-*( 一 (Vx)B 
“一 入) 就 是 下 中 的 定理 ,特别 是 由 工 的 完备 性 定理 知 凡 K 中 的 重 言 式 都 是 中 
的 定理 . 

(ii) 如 条 已 经 掌握 了 K 中 的 若干 定理 , 则 今后 在 作 判 断 时 定义 4.1.3 中 的 条 
件 "A; 是 公理 ?也 可 接 为 “4, 是 (已 证 的 ) 定 理 ”. 

定义 4.1.5 设 TC3,AEZF 从 古 到 A 的 推演 是 一 个 有 限 的 公式 序列 
41 4 这 里 4。 是 A, 对 每 个 isn A; 是 公理 ,或 4;E 了 ,或 4 是 通过 前 面 的 
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公式 运用 MP 或 Gen 而 得 的 公式 ,4 叫做 卫 - 推论, 记 作 荆 上 kA 或 上 4,n 叫做 
推演 长 度 . 

显然 ,定理 可 以 看 懒 是 空 集 的 推论 ,因而 作 上 A 与 上 A 有 相同 的 意义 ,又 ,上 
面 "A; 是 公理 "也 可 换 为 "4, 是 已 证 的 定理 ”. 当 了 = 14A1 时 , 1A1} HB 也 简写 为 
4 上 B. 


§4.1.2 可 靠 性 定理 


命题 4.1.6 KK 中 的 公理 都 是 迪 辑 有 效 公式 . 

证 明 作为 天 中 的 重 言 式 ,公理 (K1) 一 (K3) 都 是 逻辑 有 效 公 式 .又 ,(K4) 是 
逻辑 有 效 公式 .以 下 证 明 {K5) 与 (K6) 也 是 逻辑 有 效 公式 ， 

(i) (K5) 是 逻辑 有 效 公 式 ， 

设 v 是 了 在 任 一 解释 了 中 的 任 一 赋值 ,不 妨 设 v 满足 ( YY rz)ACzr;), 则 与 v 
:一 等 价 的 赋值 v 都 满足 A(.x;) ,特别 取 v 售 vw (zi)= v(t),v (xr)= w(x) (I 
习 , 则 vw 满足 (zx;). 因 为 项 z 关于 A(z;) 中 的 z; 自由 ,所 以 由 项 的 代入 定理 
3.2.15 知 外 满足 A(1) ,从 而 由 w 的 任意 性 知 (K5) 是 逻辑 有 效 的 . 

(ii) (K6) 是 逻辑 有 效 公式 . 

设 % 是 2 在 任 一 解释 了 中 的 任 一 占 值 . 不妨 设 v 满足 ! Y x)(A>B). 以 下 只 
需 证 明 % 也 满足 A 一 (Y x;)B. 为 此 叉 不 妨 设 满足 A. 设 包 是 与 vi - 等 价 的 任 
一 峰值 , 则 w 满足 4->B. 因 为 x; 不 在 A 中 自由 出 现 ,所 以 由 命题 3.2.25 以及 。 
满足 A 知 w 满足 4 ,那么 ww 就 满足 也 ,从 而 v 满足 (Y zx,)B. 所 以 vo 满足 4 一 
(VY x,)B. 

命题 4.1.7 (可 靠 性 定理 ) K 中 的 定理 都 是 涩 辑 有 效 公 式 . 

证 明 设 上 4,A1,…,A, 是 A 的 证 明 序 列 ,4, = A. 若 =1, 则 A 为 公理 ， 
所 以 由 命题 4.1.6 知 A 是 逻辑 有 效 公 趟 , 设 >1, 且 当 A 的 证 明 长 度 小 于 n 时 A 
是 迎 辑 有 效 公 式 .现在 A 的 证 明 长 度 等 于 .不 妨 设 A 不 是 公理 . 

(i) 设 A 由 前 面 两 项 8B 与 B>A4 运用 MP 而 得 , 则 由 上 B, | 上-B 一 A 以 及 归纳 
假设 知 B 与 BA 都 是 逻辑 有 效 公式 ,所 以 由 命题 3.2.28 知 A 是 多 辑 有 效 公 趟 . 

(i) 设 4 由 前 面 菜 项 运用 Gen 而 得 , 即 A=(Y x)B, 则 由 上 B 以 及 归纳 
假设 知 呈 是 迎 辑 有 效 公式 ,从 而 由 命题 3.2.30 知 A 是 逻辑 有 效 公式 .这 就 证 明了 
可 靠 性 定理 . 

推论 4.1.8 形式 系统 K 是 相 容 的 , 即 ,对 任何 公式 AE 3A 与 A 不 能 都 
是 定理 . 

证 明 设 AE 乞 4 与 一 A 都 是 K 中 的 定理 , 则 A 与 A 都 是 黑 辑 有 效 公 式 ， 
即 ,Y 在 每 个 解释 ! 中 的 每 个 赋值 " 既 满足 4 又 满足 一 A ;而 这 是 不 可 能 的 
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$4.1.3 演绎 定理 


由 于 有 量词 符号 和 推广 规则 Gen ,一 阶 系统 KK 中 的 演绎 定理 比 命题 演算 系统 
开 中 的 演绎 定理 要 多 一 点 限制 ,事实 上 ,容易 验证 公式 A 一 (Y x;) 有 A 不 是 四 辑 有 
效 的 (请 读者 给 出 一 个 解释 说 明 这 一 点 ), 从 而 由 五 的 可 靠 性 定理 知 十 A 一 
(Y zx) A 不 成 立 .但 A 上 (VY x)A 显然 成 立 : 

(1) A; 假设 

(2) (Yuxi)A. {en 
可 见 一 般 说 来 从 U14A} HB 不 能 得 出 上 A->B 来 . 

命题 4.1.9 《演绎 定理 ) 设 TC 多 A,BEZ. 如果 TUI1A1 上 B 且 对 每 个 在 
各 中 自由 出 现 的 变 元 z ,在 从 TU1A| 到 B 的 推演 中 没有 使 用 过 关于 {Yz)} 的 推广 
规则 , 则 及 上 4 一 8. 

证 明 关于 从 TU1A1 到 B 的 推演 长 度 x 作 归 纳 证 明 .车 n=1, 则 可 仿照 工 
中 的 演绎 定理 的 证 明 方法 完成 证 明 . 设 n>1, 且 从 IU |A1 到 C 的 推演 长 度 小 于 
nt 时 车 末 对 A 中 自由 出 现 的 变 元 用 过 Gen, 则 有 下 上 FA->C. 今 设 从 和 UIAI 到 日 
的 推演 长 度 等 于 .不 妨 设 B 不 是 公理 ,也 不 属于 了 和 不 是 A ,如果 B 是 由 前 面 两 
项 运用 MP 面 得 的 结果 , 则 可 像 在 证 明 工 中 的 演绎 定理 那样 证 明 丁 上 A 一 B. 所 以 
内 需 讨 论 B 是 (YY x;)C 的 情形 ,这 里 C 是 从 TU1A1 到 B 的 推演 中 的 -项 .既然 
在 此 推演 中 用 到 了 从 C 到 (Y zx;)C 的 推广 规则 ,可 见 zx; 不 在 A 中 自由 出 现 .由 归 
纳 假设 知 存 在 从 六 到 A 一 C 的 推演 如 下 ， 

(1) 
a 从 Pa 到 A 一 CC 的 推演 . 


(k) A—C 
这 个 推演 可 以 补充 而 成 从 了 到 A->B 的 推演 如 下 : 
(E+1) (YA 一 CC) (k), Gen 
(R12) (¥Y zx) AC A>(Y zr)C) (K6) 
(k+3) A>(Yz}C (k+1),(k+2),MP 
所 以 -A>B 成 立 ， 


推论 4.1.10 设 TUIAE 上 FB 且 A4 为 闭 公式 , 则 下 上 FA->B. 
推论 4.1,11 (HS 规则 ) 
14 一 有 ,了 -Cl 上 A=C. 
证 明 因为 
{A,A-*B,B—=C} |c, 
且 在 上 述 推演 中 只 用 了 两 次 MP, 未 用 过 Gen, 所 以 HS 规则 成 立 . 


中 4.1+ 形式 系统 兵 y 的， 


容易 证 明 下 面 的 演绎 定理 的 逆 定 理 戌 立 ， 
命题 4.1,12 如 果 了 上 4 一 8 则 卫 Ui4 FB. 
例 4.1.13 设 zx; 不 在 A 中 自由 出 现 , 则 
FHA>(Y Zz)B(Y x) (A-*B). 


证 明 (1) 4A-(Yzi) 寺 崩 设 
(2) (¥ x:)B—=B (Kd4) 
(3) A—=B (1),(2),HS 
(4) {¥Y zi)( AB) (3), Gen 


所 以 [A=(Y zx) Bl 上 (VYz) (4B). 因 为 上 述 推演 昌 用 到 了 关于 (VY x) 的 
Gen, 但 zi 不 在 A 中 自由 出 现 , 从 而 也 不 在 A 一 (Y x,)B 中 自由 出 现 , 所 以 由 演绎 
定理 知 本 例 的 断言 成 立 、 

注 4.1.14 请 读者 务必 注意 “zx; 在 4 中 自由 出 现 "与 “+; 基 A 的 自由 变 元 ”的 
重要 区 别 , 前 者 显然 比 后 者 要 弱 . 事 实 上 , 设 4 为 

(YrDAtne (yr) Al(zr)) Al(z), (4.1.1) 

则 xi 不 是 A 的 自由 变 元 ,但 zi 却 在 A 中 自由 出 现 ( 出 现 于 原子 公式 Al( x) 
中 ). 而 演 绊 定 理 要 求 对 “在 4 中 自由 出 现 的 x" 未 用 过 Gen, 这 是 较 强 的 要 求 .如 果 
这 绎 定理 路 U | A} HB 中 的 A 如 (4.1.1) 式 所 示 , 且 在 推演 出 B 的 过 程 中 用 过 
关于 (Y x1) 的 Gen, 则 尽管 x 不 是 4 的 自由 变 元 , 上 A 一 BB 也 不 必 成 立 .事实 
上 , 设 夏 = 名 ,A 如 (4.1,1) 式 所 示 , 且 B 为 (Y x1)Al(Cx1), 则 AI 上 B 成 立 . 推演 
如 下 : 


(1) (VAi(z) (Yr) Alz) 定理 
(2) ((¥r)Alz) 7 Yr)Al(zr)) A(z) 假设 
(3) A(x1) (1),{2), MP 
(4) (Vx) AS( zi) (3), Gen 


所 以 141 上 FB 成 立 .但 上 4A->B 却 不 成 立 .事实 上 ,考虑 攻 的 自然 数 解释 ,把 A! 解 
释 为 全 体 自然 数 之 集 , 即 41 = N ,把 A} 解释 为 N 中 的 全 体 奇数 之 集 , 即 Al = |1， 
3,3… 小 取 赋 值 " 使"( zi)=3, 则 "满足 (Yzi)4lzu 一 Ya)AIz > 
4(zi) 即 了 满足 4 但， 不 满足 (VY ri) A4(z1), 因 为 与 v9 1 一 等 价 的 赋值 wv 可 
在 zt 处 取 偶 数值 .所 以 A 一 B 不 是 逻辑 有 效 公 式 ,那么 由 可 靠 性 定理 , FA_*B 不 
成 立 .总 之 ,演绎 定理 中 对 “在 A 中 自由 出 现 的 z” 未 用 过 Gen 的 条 件 不 可 改 为 对 
“在 的 自由 变 元 x” 未 用 过 Gen 的 较 弱 的 条 件 . 又 ,在 证 明 演绎 定理 时 用 到 了 (K6)， 
(K6) 中 也 相应 地 要 求 “zx; 不 在 A 中 自由 出 现 ”, 这 一 条 件 自 然 也 不 可 改 为 “zx 不 是 
全 的 自由 变 元 ” 
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例 4.1.15 试 证 
HV rl(A=B)-r(( I 5)A *»(3x)B). 
证 明 ” 先 证 明 
(Yr)(A=B) HY zr) EB*( Yr) oA. 
(DD) {Yr (AB) 
(2) (¥ x,)—B 
(3) (Yr)(A>B)=( ABH) 
(4) A-+B 
($5) (4 一 理 ) 一 (一 了 一 一 有 由) 
(6) 一 日 一 一 各 
{7) (Vr)—B>—B 
(8) —B 
(9) 一 站 
(10) (CY¥ x,)—A 
至 此 已 证 明了 
{Yr}(A>B),(Y a) BI FY z.) A. 


{4.1.2) 


{4.1.3) 
假设 
假设 
(K4) 
(1),(3),MP 
重 言 式 
(4) 5) ,MP 
(K4 ) 
(2),{7), MP 
{6), (8), MP 

(9), Gen 


因为 在 以 上 推演 中 只 用 过 一 次 关于 Yzi 的 Gen, 且 z 林 在 ( x) 一 B 中 自由 出 
现 , 所 以 由 演绎 定理 知 (4.1.3) 式 成 立 (这 里 (4.1.3) 指 本 证 明 第 2 行 末 尾 的 标号 ， 


不 是 证 明 推演 的 序号 ). 
其 次 证 明 
(Vr)(A—B) FF( I) A I zx)B. 
事实 上 ,由 注 4.1.4(i) 知 


(4.1.4) 


FY zi) Br( Yr) oA) (sl VY rwA? (Yr) B), 
所 以 从 (4.1.3) 式 出 发 运用 MP 就 得 出 (4.1.4) 式 . 叉 , 以 上 在 推演 中 没有 对 
(Yx)(A 一 8B) 中 自由 出 现 的 变 元 用 过 Gen, 所 以 由 演绎 定理 即 得 (4.1.2) 式 ， 


习题 十 


1. 各 出 及 中 以 下 几 个 定理 前 证 明 ， 

(i) (Yr)(—B(r)>(B( zr) A ))), 

(DD) (Yr)(A=A); 

(ii) A—( Iz)a; 

(iv) (A>B)=(A—=(I zx,)B). 

2. 试 证 以 下 各 公式 都 是 政 中 的 定理 . 

(i) jr)(A>B)>(A—( 3 Zi 有 ri 不 在 和 4 中 自 由 出 现 ); 


$4.2 可 证 等 价 关系 "607. 


(zj(AB8) 一 ((Yzx)A 一 B) (zi 不 在 B 中 自由 出 现 ); 
(ii (9z)A>B)>(Y.r)(A 一 B)(z; 不 在 B 中 自由 出 现 ). 
3. 举 出 不 局 于 注 4,1.2 的 例子 说 明 ; 

(i) 公理 (K5) 中 对 的 限制 是 不 可 少 的 ; 

【ii 公理 (K6) 中 对 x, 的 限制 是 不 可 少 的 ， 

4. 试 证 [x A 一 A 不必 为 下 中 的 定理 . 

5. 设 A,BE 邹 ,利用 注 4,1,4(1) 验证 以 下 各 式 : 
i) FAB BA): 

(上 4 一 一 (一 4); 

[iiy 上 一 (一 4) 一 由 ， 

6. 设 A 入 ,BEF x 是 任 一 变 元 符号 , 试 证 ; 

() 1A—>B,A} F(z)B; 

《iD A=>B FA—>(I zx,)B: 

(ii MAB}=*(A>(Iz)B), 

7. 设 工 ;不 在 公式 A 中 自由 出 现 , 试 证 ， 

(D (Yr)—B—~A HVE) B+(Y zx)-7A; 
(i) FA>(Iz)B) (Hx) A (I x)B); 
《ii FA>B)>(( I zr) A I x)B). 

8, 试 证 以 下 各 式 痢 是 KK 中 的 定理 ; 

(4 一 (B 一 C)) 一 (B-(4 一 C)); 

(有 【4 一 一 日) 一 (B- 一 4); 

(ii A=(B>AAB). 

9. 试 证 ;如 果 上 A 一 B 且 | 上 -AC, 列 | 上 A->BAC. 
10. 试 证: 如果 上 4A>C 有 | 上 BC, 风 上 AVB->C. 


$4.2 ”可 证 等 价 关系 
$4.2.1 可 证 等 价 


定义 4.2.1 设 A,BEZ 如 果 A->B 与 B->A 都 是 K 中 的 定理 , 则 称 4 与 
是 可 证 等 价 的 , 记 作 A 一 B. 
如 时 把 公式 (4 一 B)A (BA) 简 记 为 AB, 则 可 以 证 明 下 面 的 
命题 4.2.2 设 A,BES 则 A 一 B 当 且 仅 当 AwB 是 到 中 的 定理 . 
证 明 首先 注意 (4A->B)A(B-"A), 即 
(A—B)—=— (B=A)). (4.2.1) 
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由 注 4.1,4(i)} 知 KK 中 的 重 言 式 都 是 定理 ,由 此 得 
Fo (C+D) >C), (4.2.2) 
Fs C2>— DD). (4.2.3) 
由 (4.2.2) 式 与 (4.2,3) 式 运用 MP 知 ,如 果 一 (C 一 一 DD) 是 区 中 的 定理 ,那么 C 
与 忆 也 都 是 K 中 的 定理 .特别 令 C 与 品 分 别 为 A 一 B 与 8 一 A, 那 么 当 AmB 为 
K 中 定理 时 ( 即 (4.2.1) 式 为 KK 中 定理 时 ) ,A 一 B 与 B->A 都 是 KK 中 的 定理 ,所 以 
A~B. 
及 过 来 , 设 上 A 一 B, 上 B>A ,容易 验证 
FED — (C=>—D)), (4.2.4) 
即 
FC>(D>CAD). (4.2,5) 
分 别 令 C 与 D 为 AB 与 BA, 则 上 C, 上 FD, 所 以 由 {4.2.5) 式 得 | 上 A+*B. 
由 可 靠 性 定理 容易 证 明 下 面 的 
辣 题 4.2.3 设 A,BEZF 如 果 AA~B, 则 AzzB, 即 ,可 证 等 价 的 公式 是 逻辑 
等 价 的 . 
证 题 4.2.4 FF 上 的 可 证 等 价 关系 ~ 是 关于 运算 一 ,一 ,VY ,A,(Yz,) 和 
( 3 zx;) 而 言 的 间 余 关系 (i 一 1,2,…)， 
证 明 设 4,B,C,DE 和 4A~A4 和 4~ 日 当日 仅 当 B~A4 显然 都 是 成 立 的 . 
侧 A~B,B~C, 则 上 A 一 B 且 上 BC, 那 么 由 HS 立即 得 出 FA 一 C. 同 理 有 
FC 一 A ,所 以 A.-C. 这 就 证 明了 一 是 上 的 等 价 关系 . 
其 次 , 设 A~B, 则 上 FA 一 B. 又 ,(A 一 B) 一 (一 B 习 一 A) 是 重 言 式 ,从 而 是 到 
中 的 定理 ,所 以 由 MP 即 得 上 一 B 一 一 4. 同 理 可 证 上 -一 4-> 一 B 所 以 4- 
一 号. 印 ,一 元 运算 一 保持 可 证 等 价 性 ， 
四 次 , 设 A~B,C~D. 由 上 CD 和 上 ((C>D)>(A 一 (CD))) 得 上 -4 
产 (C-=DD). 百 由 (K2) 得 
HA—C)—>(A—>D). (4.2.6) 
同 理 可 证 
FA=D)-*(A-*C). (4.2.7) 
由 (4.2.6) 式 与 (4.2.7) 式 得 4A->C 一 4-~> 丰 .类 似 可 证 AD 一 B->D .所 以 4 
C~B~>D, 可 见 二 元 运算 二 也 保持 可 证 等 价 性 .因为 V 与 A 均 可 通过 一 与 -来 表 
达 , 所 以 YY 与 信也 保持 可 证 等 价 性 ， 
最 后 , 设 A~B, 则 上 A 一 B. 由 (K4) 有 上 (Yz)A-*A, 所 以 由 HS 可 得 
FY zi)A->B. 由 此 可 得 (Y zx)A 上 8B. 用 一 次 推广 规则 得 
(VY zr)A FY zx)B. (4.2.8) 
因为 x 不 在 (Y zx)A 中 自由 出 现 , 所 以 由 (4.2,8) 式 和 演绎 定理 得 HY zx) A 


§4.2 可 证 等 价 关 系 "009: 


[YY zx,)B. 同 理 可 证 上 (VY zx)jB->(Y xz)A. 所 以 (Yx)jA~(Yz)B. 可 见 一 元 运 
算 (Y xz,) 保 持 可 证 等 价 关系 .至 于 (x;) ,只 不 过 是 一 (VY x;) 一 的 简写 ,所 以 它 也 
保持 可 证 等 价 关 系 (i =1,2,…). 


$4.2.2 代 换 定理 
下 面 的 变 元 代 换 定理 在 以 后 的 还 辑 演算 中 会 带 来 许多 方便 . 


命题 4.2,5 ( 变 元 代 换 定理 ) 设 A(zx)EF zi 是 Atx;) 中 的 自由 变 元 ,有 
六 (zj) 不 含 变 元 去 , 则 (Y x )A(zy) 与 (Y xy)A(z,) 可 证 等 价 . 


证 明 ” 先 证 明 

(Vr)Atr) FOV x )ACz). (4.2.9) 
(D(CYVr)Alz) 假设 
(2) (Yr)A(r)>Alz,) (K5) 
(3) Alz,) (1),(2), MP 
(4) 《下 六) (3) ,Gen 


这 就 证 明了 (4.2.9) 式 ,由 于 以 上 推演 中 虽 用 了 关于 ( Y zi ) 的 推广 规则 ,但 Zz 不 在 
(Y sz)4A(z) 中 自由 出 现 , 拆 以 由 (4.2.9) 式 和 演绎 定理 即 得 

FV zr A (YY zx) A ). (4.2.10) 
以 下 只 需 青 证 明 

FCVYz)A(z) 一 人 YA)， (4.2.11) 
因为 zx 不 在 {Y z)Atz) 中 出 现 ( 为 什么 ?), 所 以 可 以 像 证 明 (4.2.10) 式 一 样 证 
得 (4.2.11) 式 .这 就 证 明了 

(VariACr)~(Y za)Al,). 

注 4.2.6 以 上 A(w) 中 不 会 变 元 zi 的 要 求 是 不 可 少 的 , 比如 ， 
(Yzl4iziza) 与 (Yzz)A? zy zs) 就 不 是 可 证 等 价 的 (比如 ,考虑 自然 数 解 
释 , 其 中 Af 为 “=”). 

命题 4.2.7 设 4E 秘 则 4 是 定理 当 目 仅 当 4 的 完全 闭 包 以 A 是 定理 . 

证 明 设 A 中 的 全 部 自由 出 现 的 变 元 为 zx,…,z,. 若 上 4, 则 由 推广 规则 可 
依次 得 (Yo)4A,，FOVYa -ii(VYz)A,… 直 至 得 出 上 wA, 反 过 来 , 若 Fw A， 
即 上 FY zw…(Y zs)A, 则 由 (K4)( 共 用 次 ) 即 得 上 A. 

注 4.2.8 上 4 当 且 仅 当 上 ez A 并 不 是 说 A 与 af A 可 证 等 价 .事实 上 ， 
上 cf A 一 A 虽然 成 立 ,但 上 A 一 cf A 一 般 不 成 立 (请 读者 举 出 反例 ). 

命题 4.2.5 是 安 元 代 换 定理 , 下面 还 要 讲 公 式 代 换 定理 ,为 此 我 们 先 证 明 一 个 
引 理 . 

引 理 4.2,9 设 A4,BE 据 则 
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FY zx) (ACH)=((Y zr) APY xr)B). (4.2.12) 
证 明 先 证 明 

|[(¥Y zx) (A=B),(Y x}A! FF(Y zi)B， (4.2.13) 
(有 《YY z(tA™B) 假设 
(2) A—=B (1),(K4),MP 
(3) (Vr)A 假设 
(4) 及 (3),(K4),MP 
(5) B (2),{(4), MP 
(6) (¥ xi)B (5) ,Gen 


这 际 证 明了 (4.2.13) 式 ,因为 上 面 虽 曾 使 用 关于 ( Yz: ?的 推广 规则 ,但 x; 不 在 
(Yz)A 中 上 自由 出 现 ,也 不 在 (YY xi)(tA 一 B) 中 自由 出 现 ,所 以 运用 两 次 演绎 定理 


HOV xr) (A>B)* (Yr)Am(Y 27.)B). (4.2.14) 
间 理 可 证 
FYVr)(B>A)r((Y zr) BY.)A). (4.2.15) 
又 ,可 以 证 明 对 C,DEZ 有 
HCVYzDOCAD) 一 (YziC. (4.2.16) 
种 实 上 , 先 证 明 
(Yr) (CAD) FY xr)C. (4.2.17) 
(1) (Yr)(CAD) 假设 
(2) CAD (1),(K4),MP 
(3) CAD-C 重 言 式 
(4) (2),(3),MP 
(5) (Yuxi)C (4),Gen 


因为 x 不 在 (Yxi)(CAD) 中 自由 出 现 ,所 以 由 演绎 定理 和 (4.2.17) 式 即 得 
(4.2,16) 式 ,由 {4.2.16) 式 得 


FV xr) APB) (YY 7)( AB), (4.2.18) 
FY rx) (AcB)>(Y 7x)(B—>A). (4.2.19) 


由 (4.2.18) 式 和 (4.2.14) 式 运用 HS 得 


FY zr) (APB)T((Y x) A Yr)B). (4.2.20) 


由 (4.2,19) 式 和 (4.2.15) 式 运用 HS 得 


FV zr) (ACB)r((Y zB =>(Y 7,)A). (4.2.21) 


注 而 由 人 C= 与 上 CE 可 得 上 FC>DAE, 则 由 (4.2.20) 式 与 (4.2,21) 式 即 得 
(4.2.12) 式 . 


命题 4.2.10 (公式 代 换 定理 ) 设 公式 A 中 包含 有 子 公式 A. 把 A* 中 的 一 


§4.2 可 证 等 价 关系 “1， 


处 或 多 处 出 现 的 A 用 公式 B 去 代 换 而 得 公式 B" , 则 
Fad(AoCB)>(A’oB’). (4.2.22) 
证 明 关于 4 “中 连接 词 与 量词 的 总 个 数 = 进行 归纳 证 明 ,但 A 作为 一 个 整 
体 看 待 ,其 中 的 连接 词 与 量词 不 计算 在 内 ， 
设 盖 =0, 则 4 "就 是 4 ,这 时 吾 " 就 是 也 ,所 以 (4.2.22)] 式 成 立 ， 
设 4 所 1m 时 定理 成 立 , 今 A* 中 含有 mw 个 连接 词 与 量词 . 
中) 设 A* 是 一 C* .这 时 B* 是 一 D* ,DD' 是 把 C*' 中 的 一 处 或 多 处 A 换 成 日 
而 得 的 公式 .由 归纳 假设 知 
FF ww (04 二 B) 一 (CD ). (4.2.23) 
易 让 (C" 一 D*) 了 (一 C* 过 一 吕 ) 是 重 言 式 ,从 而 是 六 中 的 定理 ,所 以 由 
(4.2.23) 式 运用 HS 串 得 
Fa(ArB)>(~ C0 oD’), 
即 (4,2.22) 式 成 立 . 
{让 设 A* 是 CD', 则 B' 是 E' 一 F* ,这 里 玉 * 与 下 :分别 是 由 挽 C* 与 
Dn "中 的 一 处 或 多 处 A 为 B 而 得 的 公式 .由 归纳 假设 知 


Fa (AmB)>( CE ), (4.2,24) 

Fe (AmB) (De F*). (4.2.,25) 
由 (4.2,24) 式 与 (4.2.25) 式 可 以 证 明 

{AACB),C*—=D’| HFEFE*, (4.2.26) 

Eee 上 CD (4.2.27) 
那么 由 演绎 定理 即 可 证 明 


cf(4eB) 上 COC >D oP(E’ FF’*), 
即 
dAGB) FA eB*. 
骨 由 演绎 定理 即 得 (4.2.22) 式 . 
( 放 ) 设 A’ 是 (Y zi0C", 则 B* 是 (Y¥ z,)D* ,这 里 DD* 是 把 C* 中 的 一 处 或 多 
处 A 换 为 B 而 得 的 公式 ,由 归纳 假设 知 
Fa(AmB)2{ CoD*). 
运用 关于 ( Y z; ) 的 推广 规则 得 
FY zi) (ASB) >(C* oD’)). (4.2.28) 
由 (K6) ,因为 4 (A=B) 为 闭 公 式 , 有 
FY zr)(a(AoB(C oD )) (dd AoB) (Yr) (CoD')). 
所 以 由 (4.2.28) 式 运用 MP 得 
Fol(ACB)>(Y x) (CoD’). (4.2.29) 
又 , 由 引 理 4.2.9 有 
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FYz) CoD (YA)C oo(Y zr)D’). (4.2.30) 

由 (4.2.29) 式 与 (4.2.30) 式 运用 HS 即 得 (4.2.22) 式 . 

推论 4,2.11 在 上 述 代 换 中 如 果 4 一 B, 则 4 一 吾 *. 
即 , 在 公式 4 “中 把 它 的 一 处 或 多 处 的 子 公式 A 用 与 4 可 证 等 价 的 公式 B 去 代 
换 ,所 得 的 公式 日 "与 A* 可 证 等 价 . 

推论 4.2.12 设 (Y zx,)Atzi) 是 A* 的 子 公式 ,zx; 是 4h(z) 中 的 自由 变 元 ,z 
不 在 A(z;) 中 出 现 . 设 B' 是 把 A' 中 的 (Y zx;)A(zx) 用 (Y zx;)A(zx,) 代 换 而 得 的 
公式 , 则 A*~B*， 

证 明 ”由 变 元 代 换 定理 以 及 推论 4.2.11 即 得 本 推论 . 


习题 十 一 


1. 举例 说 明 A 王 cl A 一 般 不 是 KK 中 的 定理 . 
2. 设 太 ,BE 风 试 证 A>(B=C})~B(A—>C). 
3, 设 和 AA,B,C,DES 有 A~B,C~D, 试 证 
AmC~ B=]). 
4. 利用 (4.2,24) 式 和 {4.2.25) 式 证 明 (4.2.26) 式 和 (4,2.27) 式 . 
5, 试 证 
{ (Vr Yr) AT(r1, x) HOY za) (Yrs)AT( rr3). 
(i) (Vx) (VY ra) AT(ri, x2) HCY ri) AT(zri ,x1), 
6. 设 x 是 A(x;) 中 的 自由 亦 元 , 且 Afzi) 不 使 变 元 Zi 证 证 
(zi)4(z) 一 (zi)A(z)， 
7. 斌 证 (Nr)(Vr)jA~(Yz)A. 
8. 设 A(x1,z2) 例 有 自由 变 元 zi 与 zy, 试 证 
(VXIOUY ra)Alri, za) ~ (Yr)(V zr)A(r,r). 


34.3 前 东 范 式 


一 阶 语言 2 中 的 公式 可 以 在 多 处 含有 全 称 量词 与 存在 量词 ,比如 下 面 的 公式 
就 是 如 此 : | 
(CV TCY ro) A zi za) Ira)Al rx) (Yr)(Y £2) AS( x1 ,x2). 
(4.3.1) 
这 种 量词 分 散 于 各 处 的 公式 在 进行 球 辑 演算 时 往往 不 如 那 种 全 部 量词 都 集中 在 前 
面 的 公式 方便 ， 本 节 证 明 每 个 公式 在 可 证 等 价 的 意义 下 都 可 化 成 所 谓 前 束 范式 


$4.3 前 束 范式 “ 73. 


(prenex nomal form) , 即 ,全 部 量词 都 集中 在 公式 的 最 前 面 的 那 种 公式 , 我 们 先 建 
立 若干 引 理 . 


$4.3,1 若 于 引 理 


引 理 4.3.1 设 变 元 x; 不 在 公式 4 中 自由 出 现 , 则 
(YA)(A>B)~(A~( Yr)B). (4.3.2) 
证 明 由 于 zx; 不 在 A 中 自由 出 现 , 所 以 由 (K6) 得 
FY xr) AB) > (Ar(Y zr.)B). (4,3.3) 
又 , 当 z; 不 在 A 中 自由 出 现时 我 们 已 经 于 例 4.1.13 中 证 明了 
FA?(Y zr)B) (YY 7) (A=B). (4.3,4) 
由 (4.3.3) 式 与 (4.3.4) 式 即 得 (4.3.2) 式 . 
引 理 4.3.2 设 变 元 x, 不 在 公式 A 中 自由 出 现 , 则 


(Jz)(A—>B)~(Am(I zr)B). {4.3.3) 
证 明 狗 证 明 
Fdx) (A=B) (A( I xz,)B). (4.3.6) 


事实 上 ,由 {A 一 B,A}l 上 FB 和 上 B(x)B 得 {A 一 B,A| 上 (zx)B. 由 于 不 涉 
及 Gen, 使 用 两 次 演绎 定理 得 

HA>B)={A=( x)B). (4.3.7) 
由 (4.3,7) 式 出 发 易 证 以 下 各 式 ; 

上 一 人 (4 一 (了 z)B) 一 一 (4 也 )， 

一 (4 一 (可 )B) 上 一 (4 一 也)， 

A>{Izr)B) HY z) (A>B). 
由 于 zx; 不 在 和 A 中 自由 出 现 , 从 而 也 不 在 一 (A 一 (x)B) 中 自由 出 现 ,所 以 由 演 
绎 定理 得 

上 一 (4 一 ( 2 有)(Y zr) A>B). 
由 此 可 得 

FYzr) (AB)-r(A>( 1 zx)B). 
这 就 证 明了 (4.3.6) 式 ， 

以 下 只 需 证 明 

HA Iz)B) (Hx) (A>B). (4.3.8) 
事实 上 ,因为 一 A 一 (A 一 B) 是 重 言 式 ,从 而 是 KK 中 的 定理 . 又 , 易 证 (A->B)> 
(jx)(AB) 也 是 KK 中 的 定理 ,所 以 由 HS 得 

上 一 4 一 (xi)(4 一 了 )， (4.3.9) 
又 ,因为 (Y zi) 一 (4 一 B) 上 (Y zx;)-zB( 为 什么 ?), 所 以 由 演绎 定理 得 
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HY zi)—( A>B)>(Y xz)—B, 
所 以 有 
FIx) B=(I zr) A=B). (4.3.,10) 
由 (4.3.9) 式 与 (4.3.10) 式 得 (见习 题 十 ,10) 
FAV(Iz)B—>(Izr)( A—B). 
由 于 一 AV (3 x,)B 是 一 一 A->( zx)8 的 简写 , 旦 一 一 4 一 4 所 以 由 公式 代 换 
定理 即 得 (4,3,8) 式 ， 
引 理 4.3,3 设 变 元 x; 不 在 公式 B 中 自由 出 现 , 则 


(Vz)(A=B)~((I x)A>B). {4.3.11) 
证 明 先 证 明 
(Ix)A>B FH Yr) AB) {4.3.12) 
(1) A( I rx)A 定理 
(2) {3 x)A—B 假设 
(3) A—B (1), (2),HS 
(4) (Vz}(A—=B) (3),Gen 
所 以 (4.3.12) 式 成 立 ,因为 x; 不 在 (了 x;)}A->B 中 由 由 出 现 ,所 以 由 演绎 定理 得 
FC3z)A>B) >(Y zr)(A>B). (4.3.13) 
以 下 只 需 证 明 
FCYzi)(A-B)-(( 习 必 )4- 且 )， (4.3.14) 
事实 上 ,我们 有 
(dr)A>B~—~B-*(Yz,)—A, (4.3.15) 
并 是 不 难 证 明 
|(Yz)(A=B),—BI FY zx.)— A. (4.3.16) 


由 此 即 可 推 得 (4.3.14) 式 ,请 读者 完成 证 明 的 细节 . 
引 理 4.3,4 设 变 元 x 不 在 B 中 自由 出 现 , 则 
(Ixz)(A=B)—((V) A B). (4.3.17) 
证 明 因为 x; 不 在 一 B 中 自由 出 现 , 所 以 由 引 理 4.3.2 知 
(dr)(—B?>—A)~(— B=>(Ixr)—A). 
由 此 立即 得 出 
(Jz AB)~((Y zx)A>B). 
以 上 4 个 引 理 是 很 有 用 的 ,它们 可 以 在 一 定 条 件 下 把 公式 中 间 的 量词 移 到 公 
式 的 前 面 去 . 


$4.3.2 前 束 范 式 


定义 4.3,5 设 AEZF 如 果 有 A 具有 如 下 形式 ; 


$4.3 前 东 范 式 - 站 ， 


(Qizi )…(Quzi)D， n>0, (4.3.18) 
这 里 Q, 表示 VY 或 3 , 且 D 中 不 含量 词 , 则 称 4 为 前 束 范式 . 
在 (4.3.18) 式 中 设 x =0, 可 知 不 含量 词 的 公式 也 算 前 束 范式 . 下面 是 前 束 范 
式 的 一 个 例子 : 
{ra Vr VY ra VY ra Yrs) 
(CATriy za) > Al(ra) -> A r,s)). (4.3,19) 
后 面 将 看 到 (4.3.19) 式 是 和 (4.3.1}) 式 可 证 等 价 的 前 束 范式 

命题 4.3.6 (前 东 范 式 定理 ) 设 4E 允 则 4 可 证 等 价 于 某 前 束 范式 B. 

证 明 由 变 元 代 换 定理 知 , 可 设 A 中 所 有 的 约束 变 元 都 互 不 相同 ,同时 都 不 
同 于 A 中 的 自由 变 元 .因为 变 元 符号 有 无 穷 多 个 ,在 可 证 等 价 的 意义 下 这 一 点 总 
是 可 以 做 到 的 ,以 下 用 关于 4 中 连接 词 与 量词 的 总 个 数 的 归纳 法 进行 证 明 . 

车 A 不 会 连接 闻 与 量词 , 则 4 是 原子 公式 ,自然 是 前 束 范式 . 设 4 不 是 原子 
公式 , 且 假 定 每 个 所 含 连接 词 与 量词 的 总 个 数 比 4 少 的 公式 都 可 化 为 与 之 可 证 等 
价 的 前 束 范式 . 

人 中 设 A 是 一 C. 

由 归纳 假设 ,有 前 束 范式 CI 一 C. 设 C; 为 

(Qizi )…(Qiz; )D， 口中 不 全 量词 ， 
则 
4 一 一 CQ x ) "(Qi ) 一 了 ， 
这 里 分 别 当 Q 是 或 3 时 Q* 是 3 或 Y¥ .所 以 A 可 证 等 价 于 一 个 前 东 范 式 . 

(让 设 A 是 CD. 

由 归纳 假设 知 A 可 证 等 价 于 一 个 奶 下 形式 的 公式 ， 

(Qiz) (Qeri Cr> Riy, ) (Roy )Di， (4.3.20) 
这 里 和 ,R 为 Y 或 了 (5=1 ,t=1,…,1), 且 G1 与 上 D) 中 不 含量 词 .由 证 明 
开始 时 的 假定 知 x; ， 不在 (CR )…(Riy;)Di 中 自由 出 现 ,所 以 由 引 理 
4.3.3 和 3 引 理 4.3.4 知 (4.3.20) 式 可 证 等 价 于 

(QI xi) (QE CR "(Re )D1). {4.3.21) 
这 里 Qi 分 别 当 QQ; 为 Y 或 时 为 3 或 ¥ .又 ,yy 入 不 在 中 自由 出 现 ,所 以 
由 引 理 4.3.1 和 引 理 4.3.2 知 (4.3.21) 式 可 证 等 价 王 

(QT zi) (Qe) (Riy )( Re ) (Cr>D1). (4.3.22) 
(4.3.22) 式 就 是 和 A 可 证 等 价 的 前 束 范式 . 

( 诈 ) 设 六 是 (YY x,)C. 

由 归纳 假设 知 C 可 证 等 价 于 某 前 束 范式 .这 时 A 显然 也 可 证 等 价 于 一 个 前 
束 范式 .定理 证 毕 . 
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例 4.3.7 《人 化 (jzalzi-=(YzaAtzayzs) 为 与 之 可 证 等 价 的 前 永 
式 ， 
解 ”由 于 x; 不 在 {x1)Al(z1) 中 自由 出 现 , 由 (4.3,2) 式 知 原 式 可 证 等 价 于 
(¥V zo) (dr) A > AT( rr3)). 
又 ,zf 不 在 Ai{ zy,z3) 中 自由 出 现 ,所 以 由 (4,3.11) 式 知 原 式 最 终 可 证 等 价 于 
(Vro)( Yr) (Alri)r A zr, 3)). 
(it 求 与 (4.3.1) 式 可 证 等 价 的 前 束 范式 . 
解 由 变 元 代 换 定理 和 公式 代 换 定理 知 (4.3.1) 式 可 证 等 价 于 
(CVI Yr AT ri, za) I ra)Alra)) (VY ra) VY re) A ry, zs). 
即 
(CV Zz)CY ra) A za) (Vx) A{ ra)) (YY cA) (VY zs) A3(ra, rs). 
(4.3.23) 
利用 引 理 4.3.1 一 引 理 4.3.4 可 证 (4.3.23) 式 (从 而 (4.3.1) 式 } 与 以 下 各 式 等 价 : 
(Yo3j(CYzUDCYr)A 人 zzra) ALz3))-(YzCYz Ar rs)， 
(VY x dz) dra) A va) Al( zr) (Yr) Yes) AS( Lr4s xs), 
(I zr Yr) V To) (ATL, To) A xa) (YY ra) (Yr) A za, xs)), 
(dra Yr (VY zr2)( Vr Vrs)((ATr zo A zr) ) Ar cs)). 
{4.3.24) 
(4.3,24) 式 就 是 所 求 的 前 束 范式 , 它 就 是 前 面 已 经 指出 的 与 (4.3.1) 式 可 证 等 价 的 
(4.3.19) 式 . 
注意 ,上 面 例 (ii) 中 答案 的 形式 不 是 惟一 的 , 比如 ,答案 也 可 以 是 
(Vra)( Yrs)( dr Yr) (VY za ( (ATzy, rao) oA! ra) > A ze, re)). 
(4.3.25) 
(4.3.24) 式 与 (4.3.25) 式 虽然 是 可 证 等 价 的 ,前 面 也 各 有 4 个 量词 ,但 (4.3.24) 式 
以 存在 量词 开头 ,然后 改变 为 全 称 量词 ,以 后 不 再 改变 量词 的 性 质 ， 而 (4.3.25) 式 
以 全 称 量词 开头 ， 随后 有 从 全 称 量词 到 存在 量词 再 从 存在 量词 到 全 称 量词 的 变化 、 
从 以 后 要 讲 的 Skolem 变形 的 演算 来 看 ， (4.3.24) 式 要 比 (4.3.25) 式 简单 一 些 . 
定义 4.3.8 ”以 全 称 量词 开头 的 前 束 范式 称 为 ~ 型 的 , 菩 此 后 量词 的 名 称 
改变 -1 次 (之 1), 则 称 该 前 东 范 式 为 卫 , - 型 的 . 以 存在 量词 开头 的 前 束 范式 
出- 型 的 ,车 此 后 量词 的 名 称 改变 一 1 次 (x 实 1), 则 称 该 前 束 范式 为 卫 -型 
的 ， 


比如 ,(4.3.24) 式 是 32 - 型 的 前 东 范 式 ,而 (4.3.25) 式 是 1; ~ 型 的 前 束 范 
式 . 


84.4 一 阶 系统 KKy 的 完备 性 定理 1 


习题 十 二 


1 . 试 证 

(人 {(¥Y rx) (A—>B),—BI FY zr;)—A; 

(i) (Yz)(AxB)F 上 (4zx)AB(zi 不 在 B 中 自由 出 现 ). 

2, 化 以 下 各 式 为 和 它们 可 证 等 价 的 前 束 范式 ; 

(0) (Ir)Al(z) (3 x) A zr, x22) 

(1) (Vx)At(zxi, ra) > (YY ra) A zr1, x2); 

Ci) (Jz (Alz) > AT zr, zo) > (VY za) A(x2) = (Ir3) A (zs, 
3)); 

(iv) (I zi) A zo) (Al(zri) (YY x3) A zr, ra)). 

3. 设 凡 与 召 不 售 相 同 的 变 元 , 试 证 

(Jz Vr) (A(x) BD) ~(Y ra)( zi)0Afzi)>B(r)). 

又 ,举例 说 明 当 入 与 日 含有 共同 变 元 时 上 或 不 必 成 立 (参看 习题 九 ,7). 

4. 投 (Qizb (Gez)Ao 和 (Ri (Row Bo 分 别 是 与 和 和 理 可 证 等 价 
的 前 来 范式 (A0, Bo 不 含量 词 ), 且 此 二 范式 中 不 禽 相 同 的 变 元 , 试 汪 

(QZ (Quer Ri (Ryn, )( Ao A Bo) 

是 与 入 A BB 可 证 等 价 的 前 来 范 式 . 


$4.4 一 阶 系统 有 Kg 的 完备 性 定理 


在 第 二 章 中 证 明 命 题 沁 辑 系统 工 的 完备 性 定理 时 ,我 们 已 看 到 代数 方法 可 以 
作为 证 明 某 些 逐 辑 学 中 定理 的 有 力 工 具 , 这 种 方法 在 H. Rasiowa 与 R. Sikorski 的 
专著 [中 有 很 好 的 展示 . ,CChang 在 证 明 上 ukasiewicz 老 值 膛 辑 系统 的 完备 性 
定理 时 也 采用 了 代数 方法 ,他 通过 证 明 所 谓 MV - 代数 的 完备 性 而 证 明了 
Eukasiewicz 届 辑 系统 的 完备 性 (参看 文献 [11]). 在 本 节 中 我 们 再 次 使 用 代数 方法 
证 明 一 阶 系统 Kg 的 完备 性 定理, 我们 先 着 一 个 引 理 . 

引 理 4.4.1 设 4(z) 是 含有 自由 变 元 x; 的 定理 , 则 对 任意 的 项 1,A (i) 中 
是 定理 . 

证 明 由 变 元 代 换 定理 ,不 妨 设 A 中 的 约束 变 元 全 不 在 : 中 出 现 , 这 时 * 关 
于 A(zx;) 中 的 自由 变 元 x, 是 自由 的 .因为 入 {x;) 是 定理 ,所 以 (Y¥ zx,)A(x,) 也 是 
定理 .从 而 由 公理 (K5) 以 及 MP 立即 推出 A(1) 是 定理 . 

推论 4.4.2 设 z 是 A{z,;) 中 的 自由 蛮 元 ,i 是 任意 的 项 则 
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FA(t)—(I x A ). (4,4,1) 

证 明 取 变 元 符号 zx, 使 xz 不 在 A 中 出 现 , 则 由 公理 (K5) 知 (VYz) 

一 Atzi)> 一 A(z,) 是 定理 ,从 而 A(z)>( xi)A(zx;) 是 定理 , 且 zx; 是 此 公式 中 
的 自由 变 元 ,所 以 由 引 理 4.4.1 即 得 (4.4.1) 式 . 


$4.4,1 商 Boole 代数 /~ 


我 们 从 命题 4.2.4 看 到 ,一 阶 语言 4 的 全 体 公式 之 集 包 上 的 可 证 等 价 关 系 ~ 
是 关于 运算 一 ,一 ,V ,A ,(Y zx;) 和 (zx;) 而 言 的 同 余 关系 (i =1,2,…) ,所 以 可 以 
作出 一 个 商 代数 8/~ , 记 作 [ 罗 ,其 元 素 记 为 [A],[8],…. 
命题 4.4.3 在 [ 列 中 规定 
[A]<[B] 当日 仅 当 FAB,[A]=[-A], (4.4.2) 
则 
() ([ 到 ,入 , ) 是 Boole 代 数 . 
(ii) 设 久 是 之 的 项 集 5 的 子 集 且 入 中 含有 无 穷 多 个 变 元 符 苇 ,A (x,) 是 全 有 
自由 变 元 z; 的 公式 , 则 
[(VY zx)ACz)]=inf{[A()] IES, 
[(3z)A(z)]= supl[ A() I EN). (4.4.3) 
证 明 本 定理 中 (i) 的 证 明 与 第 二 章 中 命题 2.3.19 的 证 明 相同 , 故 略 去 
(ii) 因为 A 中 只 含有 有 限 多 个 变 元 符号 ,所 以 有 变 元 不 在 A(z,) 中 出 现 ， 
从 而 由 (K5) 知 (Y zx;)A(z;)->A(z,) 是 定理 .那么 由 引 理 4.4.1 知 对 每 个 :EE 所 ， 
CY zi)A(zi)>A() 痢 是 定理 .从 而 由 (4.4.2) 式 知 [(Y zx)A(zi)] 是 |[A(2)]11 
EI 的 下 界 , 设 BEZF,[B] 是 [A(1)]1zE 久 | 的 任 一 下 界 . 因为 劝 中 含有 无 穷 多 
个 变 元 符号 ,所 以 在 所 中 有 z 不 在 4 与 B 中 出 现 . 由 [Bj]<[A(x;)] 和 (4.4.2) 
式 知 B>A(z,) 是 定理 ,从 而 有 B FA(z;). 由 推广 规则 得 B 上 ( Y xz)A(z;). 由 于 
蕊 不 在 B 中 出 现 , 所 以 由 演绎 定理 得 FB>(Yx)A(z,), 从 而 由 (4.4.2) 式 得 
[B] 志 [(Yz)A(z)]. 因为 x 不 在 A(zx) 中 出现 ， 由 变 元 代 换 定理 知 
CV 考 )A(5)~(Y znD)A(z) ,所 以 [BJS[(Y zx;)A(z;)]. 这 就 证 明了 (4.4.3) 式 
中 的 第 一 个 公式 . 
由 (4.4.1) 式 知 [( zx)A(zxi)] 是 |[A(z)]|zE%| 的 上 界 .可 以 用 和 上 面 类 似 
的 方法 证 明 [{ zi) A(zi)] 是 |[ A(z)]|zE 久 | 的 上 确 界 ,其 证 明细 节 留 给 读者 . 
注 4.4.4 以 后 Boole 代数 ([ 史 ,和 妥 ，) 也 简 记 为 [到 ,这 个 Boole 代数 自然 不 必 
是 完备 的 ,但 (4.4.3) 式 表明 对 [多 的 某 些 无 限 子 集 而 言 ,其 上 、 下 确 界 是 存在 的 . 
参考 文献 [10] 中 称 这 种 Boole 代数 为 @ - Boole 代数 . 


3$4.4 一 阶 系统 Ky 的 完备 性 定理 :0， 


$84.4.2 一 阶 语言 多 的 >- 解释 


根据 第 一 章 中 Boole 代数 的 表示 定理 , [ 凡 闻 构 于 某 个 形 如 10,11 个 的 Boole 代 
数 的 子 代数 ,以 下 设 
[C1D,11T. (4.4.4) 
注意 ,这 时 [9 的 任 一 元 [A ] 都 有 | 本 | 个 从 标 . 设 YET, 以 [Al, 记 [4 ] 的 7Y- 佩 
标 . 特 别 设 [AA] 是 [ 妇 的 最 大 元 1[#, 则 [A1y=1(YETT), 且 反之 亦 然 , 邯 


FA 当日 仅 当 [A],=1,yYET. (4.4,5) 
类 似 地 , 设 [ 召 ] 是 [多 的 最 小 元 0 , 则 [8 =07EP), 且 反之 亦 然 , 即 
一 B 当 且 仅 当 [8Bj=0,yEP， (4.4.6) 


定义 4.4.5 设 名 是 一 阶 诸 言 ,是 多 中 的 金 体 公式 之 集 , [多 ] 是 商 Boole 代数 
7 一 ,这 里 ~ 是 上 的 可 证 等 价 关系 . 设 (4.4.6) 式 成 立 , YE 了 则 Y 的 y- 解释 
IT(7} 如 下 ， 
(Dim = 到 这 里 久 是 祁 中 金 体 项 组 成 之 集 ,其 中 特定 元 之 集 就 是 中 的 个 
体 常 元 之 集 . 
(ii) 设 好 是 中 的 函数 符号 , 则 其 解释 是 Dicy) 上 的 (也 即 了 上 的 )n 元 函数 
户 :9, 定 义 为 
Pts ts)= Pt ET. (4.4.7) 
4ii) 设 47 是 中 的 谓词 符号 , 则 其 解释 是 Dh,( 即 97) 的 子 集 Az ,定义 为 
(i, )EA? 当量 仅 当 [Ar(a……,1)]y=1. (4.4.8) 
注 4.4.6 设 忆 是 在 解释 1(y) 中 的 一 个 赋值 . 
( 对 的 每 个 个 体 党 元 a,v(a)=a, 即 Di 中 与 a 对 应 的 特定 元 是 a 自 
身 . 
(ii) 对 每 个 变 元 符号 xi, 由 v(x;)E Di =9 知 v(x) 为 9 的 一 个 项 1 再 设 
s= 及 (t1,…,t) 为 中 的 任 一 项 , 则 
vos) = Pvt), vt) = fr vt) v(t) ER 
即 , (5) 仍 然 是 疼 中 的 项 . 
(ii) 在 (4.4.8) 式 中 把 (JE 襄 记 为 47 (1,…,1,) =1, 则 习 满足 原子 
公式 铝 (4,… 4) 可 写 为 AF(v(11),…,v(#))=1. 由 (4.4.8) 式 得 
入 (v0) ,sv(15))=1 当日 仅 当 [A?(v(20) yw(6))]y=1. 
(4.4.9} 
注意 , 脱 然 ot) 仍 为 项 (j =1,… ,x), 所 以 A?( v(t1),…, v(t,)) 仍 为 原子 公式 ， 
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这 时 vw 是 否 满 足 原 子 公式 A(t ，…,t) 取 决 于 太一 个 原子 公式 A? (v(t1),…， 
v(t )) 所 在 的 同 余 类 的 7 一 坐标 是 否 等 于 1. 这 一 事实 可 以 推广 为 下 面 的 引 理 ， 

引 理 4.4.7 设 Alzx,…,zx,) 是 不 会 量 词 的 公式 ,xz ，,… ,x 是 其 全 部 变 元 ， 
是 在 解释 f(y) 中 的 任 一 赋值 , 则 

着 满足 ACzi, ,xz4), 则 [A(v (rn) ,v(x))]y=1. (4.4.10) 

证 明 由 (4.4.9) 式 知 (4.4.10) 式 对 康子 公式 成 立 , 设 (4.4.10) 式 对 
和 (zl ,Xa) 已 成 立 . B= 一 A, 则 ww 满足 B 当 自 仅 当 vw 不 满足 4 , 即 (4,4,10) 式 
不 成 立 , 也 如 | A(w(zxy),… ,v(xzo))],=0, 所 以 

[Bivtri) ye vr))]y= [LAC rn, v(t))}] ,=1. 
即 (4.4.10) 式 对 B 也 成 立 .再 设 (4,4.10) 式 对 A 与 日 均 成 立 ,C= 4 一 B,C 中 全 
体 变 元 为 x ,…, xz, ,A 与 8 中 人 金 体 次 元 分 别 为 x; ，…, zx; 和 zz ,x (1 
im 有 1 则 包 满 足 C 当 且 仅 当 % 满足 BB 或 % 不 满足 4, 即 , 当 且 
仅 当 
[Blv(z, ),,v(zw ))]y=1 或 LACv(zi),*%, vx; ))1, =0, 
这 (在 {0,1! 中 ) 等 价 于 
[A{v(za) es vz) yr LB vz), vo{ )))y=1. 
由 一 是 多 上 关于 -的 同 余 关 系 知 上 式 等 价 于 
[ACvlzi), vx >B vz ) ,vz ))]y=1. 
即 
[Clvlr) ye vr))]y=1. 

从 而 (4.4.10) 式 对 C 也 成 立 .所 以 (4.4.10) 式 对 一 切 不 含量 词 的 公式 都 成 立 ， 

引 理 4.4.8 设 A(zt…zn)E 史 A 为 前 束 范式 ,其 中 zi,…,x 是 A 中 的 
全 体 自 由 变 元 , 则 (4.4.10) 式 对 A 仍 成 立 . 

证 明 按 4 中 最 词 的 个 数 进行 归纳 证 明 , 如 果 A 中 不 含量 词 , 则 由 上 面 的 引 
理 知 (4.4.10) 式 对 A 成 立 . 设 (4.4.10) 式 对 含 少 于 个 量词 的 前 束 范 式 都 成 立 
(此 之 1) ,现在 考虑 合用 个 量词 的 前 东 落 式 A. 

(1) 设 A= ‘ ¥ rat1) BErrs*, Tn tI ) TL Th 是 A 中 的 全 体 自 由 变 元 ， 
zu+1l 是 B 的 自由 变 元 ,B 中 量词 的 个 数 小 于 大, 设 v 是 在 解释 I(yY) 中 的 任 一 赋 
值 , 且 ” 满足 4 , 则 每 个 与 v(z + 1) -等 价 的 赋值 wv' 都 满足 B. 由 归纳 假设 ,并 注意 
orz=1 zz) 得 

[B(v(zx1) ,ev ra) ,vv (x001))]y=1, vv (a +1) 一 等 价 . 


令 久 = Tv {zr1) lv 与 v(n+1) 一 等 价 !, 则 搞 中 含有 无 穷 多 个 变 元 符号 (事实 上 
为 = 信 ). 所 以 由 (4.4.3) 式 得 
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[(¥ rr B vo( ri) yr, vy ra), Ta) ly=inf{[B{v (rx), vr) 2) yt 
EN|=1. 

即 (4.4.10) 式 对 A 仍 成 立 . 

(让 设 和 A=(9zsr1)B(z ;Th+1) ,ZT1,"… Zn 是 A 中 的 全 体 自由 变 元 ， 
xn+! 是 B 中 的 自 申 变 元 ,B 中 的 量词 个 数 小 于 此. 设 wv 是 在 解释 Ty) 中 的 任 一 
赋值 , 且 v 满足 A, 则 存在 与 v (n+1) 一 等 价 的 赋值 Do 满足 召 ( ,z+1). 
由 归纳 假设 并 注意 w(x) = v(x;)(i=1,…,n) 得 

[Blv(zn) vr) vy (rrr))]y=1. 
没 v (zxs+1)=t 且 不 妨 设 :€E 有 (否则 将 1 添 人 马 即 可 ), 则 由 (4.4.3) 式 得 

[zB ve) v(x), rat) ]y2 [By ri), ,v(x),t)],y=1. 
所 以 (4.4.10}) 式 对 A 仍 成 立 . 

这 就 证 明了 引 理 4.4.8. 


$4.4.3 一 阶 系统 Ky 的 完备 性 定理 


命题 4.4.9 (Ky 的 完备 性 定 理 ) 设 4 是 3 中 的 公式 , 则 
-A ” 当 且 仅 当 上 4. (4.4.11) 
证 明 只 需 证 当 王 A 时 有 上 A 成 立 , 设 二 A 成 立 , 即 4 为 逻辑 有 效 公式 , 则 
4 可 化 为 可 证 等 价 的 前 东 范 式 A“ ,由 可 靠 性 定理 知 4 “也 是 逻辑 有 效 的 . 取 史 的 
7 -解释 1(7) ,并 取 赋 值 v 使 对 中 的 每 个 变 元 符号 z 均 有 w(x,) = xz;, 则 由 名 
满足 A* 和 (4.4.10) 式 知 
(A* (zi zx) ly=1, 
这 里 x;,…,z, 是 A "中 的 全 体 自由 变 元 .这 一 事实 对 8 的 任 一 y -解释 都 成 立 ， 
所 以 由 (4.4.5) 式 得 上 -4' , 即 A’ 是 Kg 中 的 定理 ,所 以 与 A* 可 证 等 价 的 公式 入 
也 是 KK 中 的 定理 


习题 十 三 


1. 设 A(xi) 是 会 有 自由 变 元 xz, 的 公式 ,t 是 项 ， 
(中 试 证 A(x) 上 上 A(z); 
(ii) 举例 说 明 | 上 A(z 一 A(z) 不 必 成 立 ， 
2. 证 明 (4.4.3) 式 中 的 第 二 小 等 式 ， 
3. 设 丁 是 闭 公 式 的 有 限 集 ,AEF 试 证 
夏 上 FA 当 且 权 当 下 上 户 4， 
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这 里 夏 = 和 A 表示 对 四 在 性 一 解释 了 中 的 任 一 赋值 忆 , 当 ww 满足 广 中 的 每 个 公式 时 
v 也 满足 六， 


$4.5 不 含量 词 的 公式 
以 下 用 锣 表示 全 体 不 含量 词 的 公式 之 集 . 
$4.5.1 赋值 在 项 处 的 值 


说 工 是 一 阶 语言 的 一 个 解释 ,vw 是 4 在 了 中 的 一 个 赋值 , 则 vw 是 从 项 集 了 了 
到 解释 域 Di 的 一 个 映射 w: 了 -> 了 Di ,满足 条 件 

(i) vw(a;)=a;,ai 是 子 中 的 个 体 常 元 ,a 是 DD; 中 与 w 相对 应 的 特定 元 

(Ci) vf )) = ) ,是 中 改 元 函数 符号 fr 的 
解释 . 

前 匣 讲 过 ,由 以 上 两 条 可 知 赋值 v 由 它 在 变 元 符号 集 X = | ziyz2，… 汗 上 的 值 
完全 确定 ,因为 每 个 赋值 在 个 体 常 元 处 的 值 已 经 同 定 ,不 随 赋值 的 改变 而 改变 ,所 
以 由 (iiy 知 mw 由 zjX 完全 确定 ， 

以 C 记 艺 中 个 体 常 元 之 集 , 以 下 没 XUC= ji 加，…!, 即 ,可 能 是 一 个 变 
元 符号 ,也 可 能 是 一 个 个 体 常 元 (i = 1,2,…) , 称 也 为 了 一 元 . 

定义 4.$.1 (i) 称 XUC 中 的 元 为 1 级 项 . 

(iD 设 二 ,…, 5 为 不 超过 级 的 项 , 且 其 中 至 少 有 一 个 级 项 , 则 称 
六 (t10 机) 为 &+1 级 项 ,这 里 户 是 & 中 的 亏 蜀 数 符号 {=1,2,…). 

定义 4.5,2 设 了 是 一 阶 语言 的 一 个 解释 ,w 是 & 在 了 中 的 一 个 赋值 ,* 是 
项 .出 v(t) 的 值 可 以 通过 2 在 各 也 处 的 值 用 一 个 函数 : 来 表达 ， 

(i) 谍 上 是 1 级 项 : 则 v(t)=1(v(%)) = v(n). 

ti) 设 上 是 2 组 项 产 ( 太 大) 则 人 =t(v{ nm), ,y(n )) = 
fr (v(m) ,oth)). 

设 对 于 不 超过 级 的 项 4, 函数 了 已 定义 . 今 :== 包 (41,…,4,) 是 +1 级 项 ,这 里 
志 是 不 超过 级 的 项 , 目 1 中 出 现 的 ?一 无 为 1,…， Wm 《i 三 1,2,…,#), 将 + 中 
出 现 的 全 部 7- 元 之 集 
UP 
简 记 为 | 7 ，…, ,1, 即 
{nt nn} = UU {| m1, 1 | | i=1,"…,n), (4.5.1) 
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则 
v(t)= tv ,vy )) 
= vp) vp) (ge ))), 
及 二 2,3 
例 4.5.3 (i 设 = 氛 ( 月 (人 六 ,所 为, 六 )) 六 (位 )), 则 是 4 级 项 ， 
gf) = 用) v(m), v(m)) 
= nn), op) Av), op) A m))). 

ti) 承 上 , 设 加 =al 为 个 体 常 元 , 妨 与 态 分 别 是 变 元 符号 zx 与 x;, 则 

v= ta v( ri), vr)) 

=fi(fi(ai,v (zn), lar, v(x2))) ,ACan)). 

4ig 承 上 , 设 是 芷 在 了 中 的 男 一 赋值 , 则 

u(t}=1(a1,u (x) ,ut x2)) 
= A( f(a ur) fa u(x), ACan)). 

注 4.5.4 (i) 当 赋 值 v 在 各 变 元 符号 z; 处 的 值 已 定时 , 它 在 各 ? - 元 处 的 全 
也 就 确定 了 .由 上 例 (i) 看 出 , 设 是 上 级 项 , 则 在 ; 处 的 值 v(t) 可 以 由 wv 在 1 中 
各 ?一 元 处 的 值 ( 即 v 在 各 1 级 项 处 的 值 ) 依 次 通过 有 关 函 数 求 出 v 在 2 级 项 处 的 
值 ,3 级 项 处 的 值 ,……, 最 后 求 出 v 在 t 处 的 值 .但 归根 结 底 w( 站) 的 值 只 依赖 于。 
在 上 中 各 ?元 处 的 值 , 所 以 如 果 不 关心 中 间 环节 ,就 可 以 把 o(4) 写 为 ToC),…， 
vpn)). 这 正 是 定义 4.5.2 的 用 意 所 在 , 它 归纳 地 给 出 了 复合 函数 于 的 构造 . 

(i) 由 上 例 (ii) 与 (这 ) 看 出 ,在 计算 w{ 切 时 对 + 中 的 个 体 常 元 可 以 不 再 列 出 ， 
以 个 体 常 元 ai 为 例 , 不 论 赋值 v 还 是 赋值 ,在 ai 处 的 值 总 是 a .这 正 是 和 4 
分 别 由 w|X 与 |X 决定 的 意义 所 在 .在 上 例 i) 和 (i) 中 分 别 有 

vt)=t(a1,v (Tr), vf ry)) 和 u(t)=r(ar u(r ) ,ut zr)). 
可 旭 对 不 同 的 赋值 wx ,… 计 算 wy (2) ,w(t),… 有 时 中 与 个 体 常 元 相对 应 的 特定 
元 也 可 以 略 去 不 写 , 这 样 对 上 例 而 言 就 可 以 写成 


v (2) = (vr0), v(x), u(t) =7(u (7x1), (x2)). 


3 4.5.2 赋值 满足 公式 的 一 种 简化 写法 


设 1 是 的 一 个 解释 ,vw 是 在 了 中 的 一 个 赋值 .在 注 3.2.9 中 曾经 指出 ,可 
以 分 别 由 v{ A)=1 和 wvw(A)=0 表 示 vw 满足 公式 A 和 ww 不 满足 公式 A. 特别 是 对 
不 含量 词 的 公式 也 如 此 .所 以 当 v 确定 以 后 ,就 有 一 个 二 值 函 数 2 :多 一 上, , 满 
足 
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1]， 若 v 满 足 A， 
0， 才 不 满足 A. 
由 (4.5.2) 式 易 证 vw (一 B)=1-v(B8),v(B 习 CC)=1 当日 仅 当 vw(B)&v(C). 

定义 4.5.5 (i) 设 入 为 原子 公式 A8(EL 二), 轴 ,wm 是 在 A 中 出 现 的 
全 部 一 元 ,1，…, Wm 是 在 t; 中 出 现 的 全 部 ?一 元 , 则 (4.5.1) 式 成 立 .规定 

(二 和 (有 (oo 
BV) (pm ))). {4.5.3) 

( 动 访 4= 一 日, 这 里 召 = 瑟 人 加)E 勇 ,人 ,有 是 在 召 中 出 现 的 全 
部 ?一 元 , 且 品 (太太 ) of)) 已 定义 , 则 规定 

Alv (mn) vm) =1- Bunn), vm)). (4.5.4) 

( 放 ) 设 A=B>C, 这 里 了 =B( 坟 ,…, 入 )€ 入 ,C=C(&,…,&) EN， 
们 ;Br 和 各,…, 训 分 别 是 在 B 和 C 中 出 现 的 全 部 7 -元 , 设 1 ，…, 是 在 A 
中 出 现 的 全 部 5 一 元 , 妈 

| = 下 


v(A)= 丰 马 玉 {4.5.2) 


则 规定 
A(o(4),…,w(6))=1 当 且 仅 当 
Blv(m) ,vn EC 0 ) ,v6)). (4.5.5) 

由 定义 4.5,5 知 对 务 中 任 一 公式 A( 有, 加) 这 里 页， 加 基 在 A 中 出 
现 的 全 部 一元 ,A(v(1),…,v(y)) 已 有 定义 ,其 值 非 1 即 0. 

注意 , 当 公式 A 和 赋值 v 确定 之 后 , v(4) 就 表示 一 个 命题 , ofA) = 工 或 
of)=0 分 别 表示 该 命题 为 真 或 为 假 ,这 可 从 后 面 的 例 4.5.8 清楚 地 看 出来 . 

命题 4.5.6 设 1 是 一 阶 语言 的 一 个 解释 ,v 是 4 在 了 中 的 一 个 赋值， 
(Pn) 全 入 ,加 ，,… ;Dn 是 在 A 中 出 现 的 全 部 -元 , 则 

vA)=ACv( nn) ,vp )). (4.5.6) 

证 明 (i) 设 4 为 原子 公式 Af(r1,…,r,), 则 由 

oD) = op), hm) 0) = (v(m) vp, )) 

知 (4.5.3) 式 右边 等 于 A8(v(),… ,wv()), 所 以 由 (4.5.2) 式 ,(4.5.3) 式 以 及 赋 
值 v 满足 公式 4 的 定义 知 (4.5.6) 式 成 立 . 

(iD 设 和 = 一 旦 ,这 里 召 = BE 而 ,7 加 是 在 B 中 (从 而 也 是 
在 A 中) 出 现 的 全 部 ? -元 , 且 已 证 vB)=B(v(n),…, v(m)), 则 由 w(A)= 
1 w(B) 和 (4.5.4) 式 得 

vA}=1- 0(B)=1- Blv (gp) opm)) = Av nn), vm)), 

即 (4.5.6) 式 对 A 仍 成 立 ， 


$4.5 不 含量 词 的 公式 "83 ， 


(ii 设 A=B->C, 这 里 B 与 C 同 定义 4.5.5(ii , 且 设 已 证 
vB)=B(v(m) ,v(m)), v0C)= Cv) ,7, wv(&)), (4.5.7) 
则 由 w(A)=1 当量 仅 当 z(B) 委 ww(C) 和 (4.5.7) 式 ,(4.5.5) 式 知 
ofA)=1 当 卓 仅 当 BCv nn) ,vn SC(v(8),…,v(&)), 
当 H 私 当 A(v(8),…,v(8))=1, 
即 (4.5.6) 式 对 A 仍 成 立 ,只 需 将 六 加 换 为 加 ，… 各 即 可 . 

由 以 上 (i) 一 Gi) 知 (4,5,6) 式 成 立 . 

注 4,5,7 (i) 表达 式 (4.5.6) 是 在 解释 了 已 确定 的 条 件 下 得 出 的 ,所 以 下 的 
结构 式 是 随 解 释 工 的 改变 而 改变 的 ,因为 当 映 射 w:X-* Di 给 定 后 , v 在 一 个 项 
处 的 值 蚌 随 明 数 符号 的 解释 的 改变 而 改变 的 .所 以 (4.5.6) 式 的 更 准确 的 写法 应 当 
是 

vA)=A (vn) ,vn )). (4.5.8) 
只 是 在 当 工 已 确定 时 往往 把 4 中 的 下 标 工 略 去 不 写 . 

(i 与 注 4.5.4(i 类 似 , 当 解释 了 已 知 时 (4.5.6) 式 中 的 其 六 蔡 为 个 体 常 
元 , 则 可 赂 去 不 写 , 因 为 这 时 任何 赋值 在 这 个 个 体 常 元 处 的 值 已 经 辕 定 ,不 随 赋值 
的 变化 而 变化 .所 以 对 于 不 含量 词 的 公式 A 而 言 ,对 于 给 定 的 赋值 求 v( 太 ) 出 
只 党 明 确 A 中 所 含 的 全 体 变 元 符号 即 可 ,比如 ,z1,…, x, 是 在 A 中 出 现 的 全 体 变 
元 符号 , 则 w(A) 是 关于 of( zufz ) 的 二 值 范 数 . 仍 以 入 记 此 函数 , 则 有 

ofA)=A(v ri) vr,)). (4.5.9) 

(4.5.9) 式 可 以 看 作 是 将 (4.5.6) 式 中 基 些 z 蔬 ) 不 明确 写 出 而 得 的 表达 式 ,这 里 

邓 为 个 体 常 元 .如 果 A 中 连 一 个 变 元 符号 都 没有 , 则 对 必 在 解释 7 的 每 个 赋值 > 

言 ,v(A ) 都 是 同一 个 值 (1 或 0). 又 ,由 (4.5.9) 式 看 出 ,赋值 在 不 在 及 中 出 现 
的 各 变 元 ri zs,… 处 的 值 不 影响 v(A) 的 计算 . 

(iD 设 4A(z0…yzo)E 砚 ,这 里 zi 是 在 上 中 出 现 的 全 部 变 元 符号 ， 
并 设 《的 解释 了 已 定 , 则 对 Di 中 任意 x 个 元 21，…,a 而 言 A(21,…,a0) 有 意义 ， 
它 表 示 满 足 条 件 w(x) =@ (i=1,…， 7 ) 的 赋值 > 在 4(zi,…yz,) 处 的 值 , 即 
Alais ,on) = A(z za)) =A(o(r0) oa 

例 4.5.8 上) 设 Alzwi,z2) 为 A?( R(x;,a), 育 (zz ,月 (zi))), 且 公 的 解释 
为 整数 解释 ,其 中 A1 为 小 于 关系 ,月 与 及 分 别 表示 加 法 与 减法 ,及 表示 后 继 ( 加 1) 
昭 数 .在 此 解释 下 A( zi, zz) 表示 “zi + 0< x2 一 (zi+1)”. 这 时 对 任 一 赋值 v， 
VA 表示 一 个 不 等 式 *w (xr) + v(a)< vx) (v(r) +1)", 有 A 用 A(vt{xr), 
vz2)) 记 此 不 等 式 , 则 当 w (x1) =1, v(x,)=2 时 A(v(z1),v(z2)) = 有 (1,2) 不 
成 立 , 因 为 它 表示 “1+0<2-(1+1)” 所 以 v(4)=0, 但 如 果 v(z1)=1, w(x) 
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=5, 则 4(1,3) 成 立 , 因 为 它 表 示 “1+0<5- (1+1) "所 以 w(4)=1. 

(i) 设 A 为 4 有 (a),B(fi(a),a)), 则 A 中 不 会 变 元 符 屿 . 设 9 的 解 灵 1 
为 自然 数 解释 , 4? 为 相等 关系 , 几 为 后 继 函 数 , 忆 为 乘法 , 则 在 此 解释 之 下 上 述 原 
于 公式 表示 “0+1= (0+1)x0". 它 显然 不 成 立 .这 时 无 论 ”是 中 何 种 解释 , 恒 
有 v(tA)=0. 

( 诈 ) 设 4 为 

A ra), Fa FACrD)) Az , a2). 

了 是 多 的 这 样 的 解释 :Di = 只 ,4 = {(a,8,y)E RI|a<8< yi,A? 为 小 于 关系, 玉 
为 乘法 ,月 为 后 继 钞 数 , 晶 & 中 的 个 体 常 元 a, 与 a2 分 痹 对 应 于 下 中 的 0 与 1. 变 
v 是 x 在 中 的 任 一 峰值 , 则 v(A4)= A(v(x)) 表 示 

“vr Xx vlad) Cv(a) tl< v(xr) +1+ lv(r) va)", (4.5,10) 
即 

txXOS2< ur) to vr 1". (4.5.11) 
荐 vlzx1) =3, 则 A(v(z1))=A(3) 为 "0<2<5">"3 半 1”, 此 著 酒 式 显然 成 立 , 所 
以 o(4)=A(3)=1. 若 wzD)=0.5, 则 有 (0.5) 为 "0<2<2.5"-*“0,5X1? 此 昔 
涵 式 不 成 立 ,所 以 w(4J= 由 (0.5)=0. 在 本 例 中 如 果 不 略 去 v(a1) 与 v(a;), 则 
{4.5.10) 式 可 用 A(w(a1),w(as),w(x1)) 表 示 . 但 因 vtal)=0 与 w(a;)=1 不 
随 ” 而 改变 ,所 以 (4.5.10) 式 成 为 (4.5.11) 式 ,从 出 可 以 用 瓦 (v(x1)) 去 表示 ,这 
正 像 一 个 带 参数 hisa 的 表达 式 P(A A TT) A 与 42 已 国定 时 也 可 篇 写 为 
P(x) 一 样 . 


84.5.3 饥 中 公式 的 析 取 范式 与 合 取 范 式 


办 为 2 中 的 符号 是 可 数 的 , 且 公 式 是 有 限 的 符号 捉 , 所 以 全 体 公式 之 集 是 可 
数 集 ,特别 是 务 以 及 霓 中 原子 公式 之 集 是 可 数 集 . 以 下 用 口 = fq,g2，"…| 记 竟 
中 爹 体 原子 公式 之 集 , 则 筑 可 描述 如 下 : 

(i) QC 入; 

ti 在 六 ,BE 驳 , 则 一 4 ,A 一 BE 入 ; 

4ii) 务 中 的 公式 都 可 让 (i) 与 (ii) 得 出 ， 
换 句 话说 ,所 是 @ 生成 的 (一 ,-=) 型 自由 代数 , 像 在 命题 演算 系统 上 中 一 样 , 称 有 
限 个 原 于 公式 或 其 否定 式 的 合 ( 析 ) 取 为 简单 合 ( 析 ) 取 式 , 称 有 限 个 简单 合 ( 析 ) 取 
式 的 析 ( 合 ) 取 为 析 取 范式 ( 合 玫 范式). 在 上 中 已 证 明 每 个 公式 都 逻辑 等 价 于 -个 
析 取 范式 ,也 处 辑 等 价 于 一 个 合 耻 范式 (参看 注 2.2.20) .以 下 证 明 移 中 的 每 个 公 
式 都 可 证 等 价 于 一 个 析 取 范式 ,也 可 证 等 价 于 一 个 合 析 范式 以 前 者 为 例证 明 . 


$4.5 不 含量 词 的 公式 * 87， 


设 A=A(g1,…,g)E 扩 ,这 里 gq1,…' ,gq 是 4 中 出 现 的 全 部 原子 公式 . 设 S 
=|p1,p2,…, 记 ,| 是 命题 演算 系统 工 中 的 原子 公式 ,以 p; 代 换 A 中 的 (= 
1,… ,nn), 则 得 一 工 中 的 公式 , 记 作 4*, 即 A*=A*(pi,…, 志 )EF(S). 这 时 
F(S) 中 有 和 A* 逻辑 等 价 的 析 取 范式 B* = B* (py,…,p,) .那么 A*->B* 与 
B* A * 都 是 重 言 式 .把 BB 中 的 p; 再 换 回 为 gq;(i= 1,… ,nn), 则 得 乞 中 的 一 个 
析 取 范式 B= B(di ,9 ) .显然 A 一 B 与 8>A 分 别 是 LL 中 的 重 言 式 A*->B* 
与 B* >A “的 代 换 实例 ,从 而 都 是 般 中 的 次 辑 有 效 公式 .所 以 由 一 阶 系统 的 完备 
性 定理 知 A>B 与 B->A 都 是 定理 ,这 就 证 明了 4 可 证 等 价 于 析 取 兆 式 B. 从 而 
下 述 命题 成 立 : 

命题 4.5.9 沉 中 的 每 个 公式 者 可 证 等 价 于 (从 而 也 佬 辑 等 价 子 )- -个 术 ( 合 ) 
取 范 式 ， 


习题 十 四 


1. 设 工 是 一 阶 语言 Y 的 一 个 解释 ,ob 是 攻 在 了 中 的 一 个 赋值 ,对 于 以 下 的 项 
1 ,号 出 v(1) 的 依赖 于 实 量 u(x) 的 函数 表达 式 了 来 ， 

{i) t= 用 (月 (zzrayal) fr, 2)): 

(ii) t= filai, fa), (x1,atsa2)). 

2. 设 了 是 一 所 语言 4 的 一 个 解释 , 是 由 在 了 中 的 一 个 赋值 ,对 于 以 下 的 公 
式 内 , 写 出 v( 及 ) 的 表达 式 , 并 把 它 写 成 A 依赖 于 变量 (x,) 的 形式 ， 

0) A=Ai(fl(z1), flr, a1), Bri, x2)); 

(ii) A=Ai(fI(zi, xr2, 3), Ha) A f(x)), 

3. 对 于 芯 的 以 下 解释 和 赋值 vw, 检验 对 于 第 2 题 (i) 中 的 公式 由 而 言 ， 
以 各 ) 是 否 为 真 命题 , 即 y(A)=1 是 否 成 立 : 

(i) 方 =Zal=5,4Ai= (wp 7)E22|a<c8< 7 ,月 为 平方 函数 ,及 为 加 法 
函数 ,月 为 来 法 函数 , 且 v(x1) =2,5(1x,) =3. 

(i 解释 工 同 ( ,w(xz1)= -1,ofz)= 一 4， 

4. 对 于 区 的 以 下 解释 [ 和 赋值 ,检验 对 于 第 2 题 ( 计 ) 中 的 公式 让 而 言 ， 
v(tA)=1] 是 否 成 主 ， 

人 Di= 和 2,3,…} ,a1=3,A1 为 相等 关系 ,A3 为 小 于 关系 ,月 为 连 加 函数 ,万 
为 平方 硬 数 ,vw (zx)=2,v(x2)= v(x3) =3; 

(ii) 解释 了 同 (i) ,afzi)= afz)=afxi)=3. 

5. 化 (一 At(zlanDAHza))> 一 (Ai(aiyzayr) 一 Ai(zo)) 为 析 取 范 去 

6. 设 一 阶 语言 光 已 固定 , 攻 是 全 体 公式 之 集 ,TC 玫 以 必 记 区 sg 中 的 全 体 公理 
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之 集 , 则 也 (站 可 看 做 是 以 wfiJTT 为 扩充 了 的 公理 集运 用 MP 与 Gen 所 得 的 全 部 
定理 之 集 , 它 自 然 包括 了 Kz 中 的 全部 定理 ,这 一 情况 可 推广 如 下 :在 中 上 添加 新 
公理 或 改变 Y 中 的 公理 可 得 一 新 的 一 阶 系统 S, 称 S 为 Ky 的 扩张 .以 下 把 Ks 的 
扩张 3 简称 为 一 阶 系 统 . 一 阶 系统 S 叫 相 容 的 , 若 对 每 个 公式 站 委 久 由 与 一 和 不 
同时 为 S 的 定理 .S 叫 KKy 的 完备 扩张 ,车 对 每 个 闭 公 式 站 人 加 月 与 一 及 之 一 为 5S 
的 定理 . 

(0 试 证 一 阶 系 统 3 是 相 容 的 当 且 所 当 存在 闭 公 式 六 全 实 使 月 不 是 驴 的 定 
理 . 

(让 设 一 阶 系统 5 是 相 容 的 , 具 闭 公式 4 不 是 SS 的 定理 ,将 一 A 作为 新 公理 
添加 于 S 中 ,可 得 S 的 扩张 S* , 试 证 S* 仍 是 相 容 的 一 阶 系 统 . 

《ii 设 9 是 相 容 的 一 阶 系统 , 试 证 S 有 一 个 相 容 的 完备 扩张， 
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$5.1 引言 


自动 推理 与 定理 机 咒 证 明 是 人 工 智 能 领域 的 重 昌 研究 课题 ,而 归结 原理 是 使 
自动 推理 和 定理 机 器 证 明 得 以 实现 的 推理 方法 之 一 .归结 原理 (resolution prinei- 
ple) 是 J.A, Robinson 于 1965 年 提出 的 ,当时 被 认为 是 人 工 智能 领域 的 重大 突破 . 
但 由 于 计算 量 往往 大 得 难于 实现 ,所 以 人 们 又 提出 了 许多 新 的 方法 加 以 改进 ,不 过 
作为 一 种 推理 方法 ,归结 原理 有 其 理论 上 的 重要 价值 .本章 先 来 讲述 与 归结 原理 有 
关 的 预备 知识 , 即 ,Skolem 标准 形 与 Herbrand 定理 ,下 一 章 讲述 归结 原理 . 

归结 原理 是 建立 在 子 句 (clauses) 理 论 的 基础 上 的 . 在 本 节 中 我 们 先 纲要 式 地 
讲 清楚 子 句 理论 的 来 龙 去 脉 及 其 与 归结 原理 的 关系 ,然后 从 85.2 开始 逐一 论述 
上 述 纲要 中 所 涉及 的 逻辑 演算 理论 . 


$5.1.1 自动 推理 的 一 种 形式 及 其 实现 方法 


由 者 十 个 前 提 条 件 推 出 一 个 结论 是 最 常见 的 推理 形式 . 本 章 要 讲述 的 自动 推 
理 就 属于 这 种 形式 , 即 , 已 知 A1,…, A, ,求证 吾 , 用 人 逻辑 语言 写 出 来 就 是 .求证 
AlIA…AA,.~*B 
是 定理 ,或 试 证 
FAIA AA—=B. (5.1.1) 
(5.1.1) 式 中 的 符号 上 下 面 我 们 没有 标注 工 或 下 .但 不 论 是 在 命题 演算 系统 还 是 
在 谓词 演算 系统 ,都 可 以 利用 完备 性 定理 证 明 (5,1.1) 式 等 价 于 
上 EAIA AA—=>B, (5.1.2) 
即 , 在 命题 演算 系统 的 情形 为 证 明 (S.1.1) 式 成 立 可 证 明 A 人 … A A, 一 B 是 重 言 
式 , 面 在 谓词 演算 系统 则 应 证 明 A1 A…A 4,~> 日 是 逻辑 有 效 公 式 ,或 者 等 价 地 证 
明 其 否定 
一 (4A…AA 一 B), 也 即 AjA'…AA,A—B (5.1.3) 
为 矛盾 式 . 
在 命题 逐 辑 中 ,因为 A1,…, A, 与 B 中 内 涉及 有 限 多 个 原子 公式 p1，…, p，， 
对 这 mm 个 原子 公式 进行 赋值 只 有 2” 种 不 同 的 方法 ,所 以 至 多 通过 2* 次 试验 即 
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可 判定 (5.1.3) 式 是 否 为 矛盾 式 .这 就 是 我 们 在 第 二 章 中 所 说 的 命题 逻辑 的 可 判定 
性 .但 在 谓词 逻辑 中 情况 要 复杂 得 多 ., 首先 是 因为 有 量词 的 出 现 ,其 次 ,为 证 明 一 个 
公式 4 是 矛盾 式 应 当 对 的 每 一 种 解释 (这 种 解释 的 全 体 已 经 超出 了 集合 的 范 
围 ) 下 的 每 一 个 赋值 v 证 明 w 不 满足 4 .而 这 一 点 一 般 是 办 不 到 的 . 换 名 话说 ,在 请 
词 远 辑 中 ,不 一 定 有 一 个 有 将 的 方法 可 以 在 有 限 步 之 内 证 明 (5.1.1) 式 .所 以 说 在 
请 问 逻 辑 中 一 个 公式 是 否 为 定理 是 不 可 判定 的 . 


S85.1.2 Skolem 变形 


上 面 已 经 说 过 ,(5.1.1) 式 成 立 当 且 仅 当 (5.1.3) 式 是 矛盾 式 .把 (5.1.3) 式 简 
记 为 A, 那 么 (5.1.1) 式 是 否 成 立 取决 于 A 是 否 为 矛盾 式 ,而 这 是 很 难 验证 的 . 
Skolem 变形 的 基本 思想 是 :把 A 变形 为 另 一 个 公式 4* ,满足 条 件 

(i) A 与 A 并 不 一 定 是 轴 辑 等 价 的 ,但 A 为 矛盾 式 当日 仅 当 A* 为 矛盾 式 . 

( 动 4 "是 瑟 一 型 前 束 范式 , 旦 4* 是 具有 如 下 形式 的 完全 闭 包 ， 

(Vr) Yr)C, (5.1.4) 
这 里 CE 勇 , 即 C 不 含量 词 . 

由 条 件 (i) 知 如 果 能 证 明 A* 是 矛盾 式 , 则 A 就 是 矛盾 式 ,从 而 就 证 明了 
(5.1.1) 式 ， 

《 诈 ) 为 证 明 (5,1.4) 式 是 矛盾 式 ,可 等 价 地 证 明 对 的 每 个 解释 1,1 上 =C 都 不 
成 立 ， 

注意 , (5.1.4) 式 为 矛盾 式 ,并 不 等 价 于 C 是 矛盾 式 . C 的 方便 处 在 于 它 不 含 

量词 ,Herhrand 定理 也 正 是 针对 这 种 不 含量 词 的 公式 而 建立 的 ， 


$5.1.3 可 数 模 型 与 Herbrand 定理 


设 C 是 不 含量 词 的 公式 ,要 证 明 对 允 的 每 一 个 解释 1, IC 都 不 成 立 也 是 难 
以 实现 的 , 如 果 能 找到 具有 同一 个 可 数论 域 的 一 类 解释 /使 得 只 要 能 够 证 明 对 8 
中 的 每 个 解释 1， 都 有 1* 瞩 C 不 成 立 ,就 可 推 得 对 的 每 个 解释 了 都 有 I 上 =C 不 
成 立 , 那 问题 就 简化 了 许多 . 我 们 在 后 面 就 要 引信 所 谓 正则 函数 系统 的 概念 来 制作 
具有 可 数论 域 的 解释 类 4 作为 特殊 情形 ,Herbrand 域 帮 其 对 应 的 函数 系统 最 为 方 
便 , 我 们 称 之 为 Herbrand 解释 ,但 Herbrand 解释 只 是 一 种 半 解 释 ， 因为 谓词 符号 
还 有 符 甫 释 ， 

在 实际 操作 上 ,要 先 把 C 化 成 合 取 范式 , 并 令 S 表示 这 个 合肥 范式 中 的 析 取 
项 之 集 , 称 每 一 项 为 一 个 子 名 ,可见 S 是 一 个 有 限 的 子 句 集 这 时 对 交 的 寿 一 解释 
1 也 把 fC 写 为 片 S, 它 的 实际 涵义 是 上 AS. 


$5.2 Skolem 标准 形 ， % 


Herbrand 定理 是 把 工 的 论 域 取 为 Herbrand 域 时 给 出 FS 不 成 立 的 等 价 条 
忻 的 定 埋 .其 本 质 在 于 对 每 个 Herbrand 解释 了 造 出 汉 在 工 中 的 赋值 p ,来 伟 vw 不 
满足 AS. 这 一 方法 可 在 若干 方面 加 以 改进 ， 


$5.1.4 归结 原理 


归结 原 埋 原 文 为 resolution principle， 如 今 许 多 中 文书 籍 中 都 把 它 翻 译 为 归结 
原理 ,但 也 有 把 它 甜 译 为 消解 原理 的 ,如 文献 [3] 等 .归结 原理 处 理 的 对 象 也 是 不 含 
量词 的 公式 ,所 以 它 也 需要 先 经 过 Skolem 变形 摆脱 掉 公 式 中 的 量词 以 后 才 可 以 施 
行 .其 合理 性 可 基于 Herbrand 定理 进行 证 明 ， 

命题 演算 中 的 归结 原理 是 简单 的 , 为 证 明 (5.1.1) 式 成 立 也 可 不 用 归结 原理 . 
但 在 谓词 演算 中 由 于 (5,1.1) 式 是 否 成 立 不 可 判定 ,时 结 方法 是 一 个 很 有 用 的 方 
法 . 


注 5.1.1 在 本 章 中 我 们 恒 假 设 4 中 有 足够 多 的 个 体 常 元 和 函数 符 导 , 即 ,对 
任意 给 定 的 一 个 或 一 组 公式 ,Y 中 还 有 不 在 这 些 公式 中 出 现 的 个 体 常 元 和 函数 符 
号 .又 , 当 谈 到 针对 一 个 或 一 组 公式 的 解释 时 ,我 们 不 关心 未 在 这 个 或 这 组 公式 中 
出 现 的 弥 中 的 个 体 常 元 \、 殉 数 符号 以 及 谓词 符号 的 解释 是 什么 ,需要 时 我 们 上 幅 明 
确 它们 的 解释 ,最 后 ,由 谓词 系统 K 的 完备 性 定理 ,可 证 等 价 与 逻辑 等 价 是 一 致 
的 ,所 以 在 以 后 可 视 不 同情 况 在 二 者 中 选择 不 局 的 用 语 . 


§5.2 Skolem 标准 形 


在 第 四 章 中 已 经 证 明 , 任 一 公式 都 可 化 为 一 个 与 之 可 证 等 价 的 前 束 范式 
(QT (Qi)D,， n>0， DE (5.2.1) 
这 里 为 方便 起 见 我 们 设 公式 中 的 全 体 自由 变 元 为 zi， Tas Qi 为 Y 或 3(i= 
1,…,n). 但 为 了 能 与 后 面 要 讲 的 Herbrand 定理 以 及 归结 原理 挂 上 勾 ， (5.2,1) 式 
中 如 果 有 存在 量词 就 必须 用 某 种 方法 消去 . 换 句 话说 ,我 们 需要 把 (5.2， 1) 式 化 成 
了 一 型 的 前 束 范式 {如 果 它 本 来 不 是 了 I - 型 的 话 )， 这 里 “化 成 "二 字 就 是 下 面 要 
进 的 Skolem 变形 , 它 并 不 保证 可 证 等 价 性 . 


35.2.1 化 -型 前 束 范式 为 了 一 型 前 束 范式 
一 型 前 束 范式 指 以 存在 量词 开头 的 前 东 范 式 , 即 形 如 ( x1) ( Q;z2)… 


(Qtn)D 的 前 束 范 式 .我 们 的 目的 是 化 去 (了 2x1). 把 (Q;z2)…( Qor,)DD 记 为 4， 
我 们 的 目的 就 是 化 去 ( 习 x1)A 中 的 ( 了 zl) .这 时 可 使 用 下 述 的 Skolem 方法 . 
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例 $.2.1(Skolem 变形 ) 设 有 公式 (xz)A(zx),z 是 A(x,) 中 的 自由 变 
元 . 任 选 一 个 不 在 A(x;) 中 出 现 的 个 体 常 元 c, 则 (3 x;)A(z;) 可 化 为 A(c). 

如 前 所 述 ,这 种 方法 不 保证 ACc) 与 (3 x,)A(zx,) 可 证 等 价 . 

例 5.2.2 设 A 为 A1(z1), 则 及 不 含 个 体 常 元 . 任 取 交 中 的 个 体 常 元 c, 则 
(xz)Al(z1) 与 A1(c) 不 是 可 证 等 价 的 .如 ,考虑 的 自然 数 解释 了 把 c 解释 为 
0, 把 4] 解释 为 41 = N- 101. 了 到 < 在 工 中 的 赋值 w, 则 v 潇 足 (3zi)4i(z ) ,但 
v 不 满足 Al(c), 因 为 A1(v(c)) = A10} 不 成 立 .可 见 Al(c) 与 (9 x)Ai(xi) 不 
是 尿 辑 等 价 的 ,从 而 也 就 不 是 可 证 等 价 的 .但 下 述 命题 成 立 ， 

命题 5.2.3 设 按 Skolem 变形 5.2.1 把 (3z)A(z) 化 成 了 A(cy 则 
( x)A(x;) 是 矛盾 式 当 目 仅 当 A(e) 是 矛盾 式 . 

证 明 设 了 是 蔚 的 任 一 解释 .如 果 ( 3 zx,)4(z; ) 是 矛盾 式 , 则 对 和 在 工 中 的 任 
一 赋值 ",v 不 满足 (3z)A(z) 即 ,zw 满足 ( Y zx) 一 A(zx;), 那 么 每 个 与 wi- 等 
价 的 赋值 2 者 不 满足 (xz,), 特 别 令 vw (x;) = vc), 由 项 的 代 人 定理 {命题 
3.2.15) 知 v 不 满足 Afc) ,由 的 任意 性 知 A{c) 为 矛盾 式 . 

肥 过 米 , 设 (xz:)A(z;) 不 是 矛盾 式 , 则 有 的 解释 了 以 及 多 在 了 中 的 赋值 w， 
使 " 满足 ( 3 zx)4(z,). 由 于 个 体 常 元 。 不 在 和 (zi) 中 出 现 ,所 以 把 v(c) 的 值 任 
意 改 变 都 不 影响 v 满足 (了 x;)A (zx;) 这 一 事实 .这 时 v 不 满足 Yri) Alz;), 
即 ,存在 与 vu i ~ 等 价 的 赋值 v， v 满足 A(zx;). 根 据 以 上 所 述 ,可 设 vlc)= 
v (7r) .那么 由 项 的 代 人 定理 知 w 满足 A(c), 从 而 Acj) 也 不 是 矛盾 式 . 


$5.2.2 化 瑟 , -型 前 束 范式 为 了 - 型 前 束 范式 


在 上 面 我们 只 是 化 去 了 前 束 范式 中 在 开头 位 置 出 现 的 存在 量词 ,如 果 再 能 按 
茶 种 方法 化 去 后 面 出 现 的 存在 量词 , 那 就 可 得 到 形 如 (5.1 .4) 式 的 前 束 范式 ,也 即 
五 一 型 前 束 范式 . 设 前 束 范式 为 

( Y Tl )°el Y¥ 到 并 了 TE+] HQT2) "(Qir)D, 
这 里 DE 换 . 这 是 一 个 卫 一 型 的 前 束 范式 , 它 至 少 是 f1, -型 的 .把 ( 3 z+1) 以 后 
部 分 组 成 的 公式 叫做 A ,那么 上 式 可 写 为 
(Yr) Yr)( dr)A. 

如 条 我 们 能 够 化 去 (3 zx; , , )， 当然 也 可 用 同样 方法 继续 化 去 后 面 可 能 出 现 的 存在 
量词 .那么 与 Skolem 变形 5.2.1 一 起 最 终 可 将 任何 一 个 前 束 范式 都 化 成 了 i 一 型 
的 . 

Skolem 变形 5.2.4 设 有 公式 

(Vr) YT)( Ir) A ri), {5.2.2) 
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Zz1,… ,Th+1 都 是 公式 A 中 的 自由 变 元 , 任 选 一 不 在 A 中 出 现 的 二 元 画 数 符号 产 ， 
则 公式 (5.2.2) 可 化 为 
(Vey yr) A Ts {rs )). {5.2.3) 

Skolem 变形 5,2.4 也 不 保证 公式 的 可 证 等 价 性 . 

例 5.2.5 会 式 (Yziif x2)AT(z1,T2) 与 (Y x1)A?(z1, 了 1(xz1)) 不 是 可 证 
等 价 的 , 比如 ,考虑 的 整数 解释 Z, 把 月 解释 为 入 , 这 里 月 (m) = m(m€ 2), 把 
A? 解释 为 A?, 这 里 各 = 22 一 (mm)|m 多 Z|, 取 多 在 2 中 的 赋值 w 使 0(x1) 关 
vtz2), 则 vw 满足 (Yz1)( 了 zx2)A(T1,z2) ,但 vw 不 满足 (¥Y zx) Af(r, F(x)). 
所 以 CY zDD)( x2)Af(x1,x2) 与 (VY x1) A?(x1, 月 (zi)) 不 是 还 辑 等 价 的 .也 就 不 
是 可 证 等 价 的 ,但 下 述 命题 成 立 . 

请 题 5,2.6 设 按 Skolem 变形 把 公式 {5.2.2) 化 成 了 公式 (5.2,3), 则 
(5.2.2) 式 为 矛盾 式 当日 仅 当 (5.2.3) 式 为 矛盾 式 ， 

证 明 以 =2 为 例 进行 证 明 . 设 (5.2.3) 不 是 矛盾 式 , 则 有 uc i( 即 ,vw 是 多 
在 某 解释 [中 的 一 个 赋值 ,下 同 ).v 满足 (5.2.3) 式 ,那么 每 个 与 v 1 等 价 的 v 
满足 {Yza)A(ziy za (zi,x2)), 每 个 与 | 2 一 等 价 的 U3 满足 A(xi, ro, 
产 (x072)). 取 v3€E 0 使 w(xr1) = Va (TL1), Var2) = va (x2), va (x3) = 
v2( 扩 (zj ,zx2)), 则 由 wz 满足 Atzbz2 产 (ziyzz)) 及 项 的 代 人 定理 (项 * 为 
广 (z1;T2)) 知 v3 满足 A(x1, zy, zx) 或 v3 不 满足 一 4 ,那么 v, 不 满足 (Y¥ x) 
一 上 (zlyrayza)) 即 v2 裤 足 ! 3xa)A(ri, ry Ti), 可 见 满足 (5.2.2) 式 , 即 
45.2.2) 式 不 是 着 盾 式 . 

反 过 来 , 设 (5.2,2) 式 不 是 矛盾 式 , 则 有 wE 0,,w 满足 (5.2.2) 式 ,那么 每 个 与 
21 一 等 价 的 vi 满足 (YY x){ I x3) A(xi, zr2, x3), 每 个 与 vj 2 一 等 价 的 vz 满足 
(3 了 zaj4(zrlrayza). 这 时 有 与 Us 3- 等 价 的 赋值 Dy, U3 满足 AZ X23). 设 
vor) di va ra) = dN 则 va x1) = wl r1), va zy) = vl ry) 而 v(x3) 依 赖 
于 di 与 dd’. 设 va(Zx3) 二 了 (di,d;). 就 让 了 为 的 解释 , 则 

va ra fd d)=f 0 x), v(x) = wv f(r 22)). 

所 以 由 ws 满足 44zlbzayz3) 以 及 项 的 代 人 定理 知 w 满足 Alxi, ra, (x1, 
z2 让 ,那么 口 满足 (5.2.3) 式 ,从 而 (5,2.3) 式 不 是 矛盾 式 . 

注 5.2.7 类 似 于 以 上 证 明 的 前 半 部 分 可 以 证 明 

(Ve) Yr) A ze f(r x )) 
(VA) (Vz) I A(z rr) 

为 逻辑 有 效 公式 .但 相反 的 芍 洱 式 一 般 不 是 逻辑 有 效 的 . 

命题 5.2.8 〈Yzi(AAB)s<(YD)AACYz)B. 
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证 明 设 了 是 &% 的 任 一 解释 ,v 是 立 在 工 中 的 任 一 赋值 , 且 vv 满足 (Y zx;)(A 
信 B), 则 每 个 与 vi -等 价 的 赋值 wv 都 满足 4AB, 即 wv 满足 一 (A~> 一 B). 这 等 
价 于 说 w 同时 满足 A 与 B. 那 么 由 vw 的 任意 性 知 w 满足 (VYx,)A 日 z 满 品 
(CY xz)B, 那 么 外 满足 (YY zx)AA(Y xz)B. 
上 反 过 来 , 设 满足 (Y xz;)AA(Y zy)B, 则 易 证 v 也 满足 (VY zx,)(A AB). 
注 5,2.9 利用 上 述 命 题 和 完备 性 定理 可 将 [| - 型 前 束 范式 中 量词 后 的 合 
取 项 的 变 元 在 可 证 等 价 的 意义 下 改 为 不 同 的 变 元 ,如 ， 
(VxO(Y za) (AT xr, ra) A ASCri, x2)) 
(VrO(Y ze) AIri, Ta A(Y er) (Yr2) AS( zt], za) 
~{Vr(V ra) A ri ra) A(YV ra) Y za) AB(ra, ri) 
(VD(V ro)( VY ra VY ra)( ATri, zo) A AS( x3, x4)). 
这 最 后 一 步 是 因为 对 于 一 个 闭 公 式 4 而 言 , 任 取 变 元 y| ,…, y, 均 有 
(Vy (VY) A~A. 


$5.2.3 ”Skolem 标准 形 


定义 5,2.10 设 A 是 任 一 闭 公式 , 则 A 可 证 等 价 于 -一 个 前 束 范式 ,把 此 前 束 
范式 按 Skolem 变形 5.2,1 与 5.2.4 化 去 所 有 的 存在 量词 ,得 到 一 个  - 型 前 东 
范式 (5.1.4) ,再 把 (5.1.4) 式 中 的 忆 化 为 合 皮 范 式 ,最 后 根据 命题 5.2.8 与 变 元 
代 换 定理 以 及 注 5.2.9 知 (5.1.4) 式 可 证 等 价 于 -一 个 前 束 范式 

(¥ zx) (Yr,)D, (5.2.4) 
其 中 D 为 合 取 范 式 , 且 各 合 取 项 不 全 相间 的 变 元 . 称 (5.2.4) 式 为 4 的 Skolem 标 
准 形 , 称 DD 为 Skolem 标准 形 的 母 式 .由 Skolem 变形 的 算法 知 (5.2,4) 式 也 是 闭 公 
式 . 

由 命题 $.2.3 与 5.2.6 以 及 以 上 分 析 得 

命题 5.2,11 设 AEZS, 则 有 为 巴 盾 式 当月 仅 当 AA 的 Skolem 标准 形 为 矛盾 
式 ， 

为 简便 计 , 以 下 经 常用 大 写字 母 P,Q, RR 等 表示 谓词 符号 ,用 f,g ,hh 等 表示 
函数 符号 ,其 元 数 可 由 项 或 变 元 的 位 置 个 数 大 出 ,同时 变 元 经 常用 x， yz 等 表示 . 
如 在 P(x ,f(y,z)) 中 ,P 为 二 元 谓词 符号 ,f 为 二 元 函数 符号,x,y,x 为 变 元 . 

例 5.2.12 (i) 设 A 为 

(Iz V ea) (VY ra I ra)t VY ra)Pl flr, ra) g(r x4) Rd rs)), 
这 里 卫 为 三 元 谓词 符号 , 求 A 的 Skolem 标准 形 . 

解 取 不 在 A 中 出 现 的 个 体 常 元 c 和 二 元 函数 符号 4, 则 A 的 Skolem 标准 
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形 为 
(Vr Yr Yrs Plfle, ra) gra (ras C3) haul rw, rT3), rT5)). 
(i 设 A 为 第 四 章 中 的 (4.3.1) 式 , 即 
(VT)(V ro)AT zr, ro dr) A rr (Yr) VY ro A EC) 
求 A 的 Skclem 标准 形 . 
解 首先 化 A 为 前 束 范式 ,得 
(Vra)(Vrs)( dra Yr) Yr) (CAIzi za) 7 Al zr) A(z 15)). 
其 次 消去 ( 3 zx3) 得 
(Vra)( Yr) re) (AT ri, x2) 
>—Al(f (lra zs) > A ra, rs)). 
再 把 (( ATCz zo) 一 A1( f(zas zs)))>A3(x4,z5)) 化 为 合 取 范 式 .因为 A->B 
一 一 AVB, 所 以 上 式 可 化 为 
AT x ro) VA! fra re) YV A zs) 
~(Ai(z1, x2) A A fl x4, x5)))V A3( ra, zs) 
~(AT(zi, za)V AS( x4, zs)) ACAIFfl za zs) ABCra, ws)). 
最 后 再 把 两 个 合 取 项 中 的 变 元 改 为 不 同 的 变 元 得 
(AlCz1s x2)V A zas zs)) A CALF( zo, 27)) V A zo, 27)). 
所 以 A 的 Skolem 标准 形 为 
(VY xa) Vs ¥Y rt ¥ zr) ¥ xe) tl YY x7) 
(CAT(r1s To) V AS( zy ,5)) ACAI(f( ze zr) VY A re, £7))). (5.2.5) 
注 5.2,13 (i) 在 第 四 章 已 经 见 到 ,同一 个 公式 可 以 化 成 不 同 的 ,彼此 可 证 等 
价 的 前 束 范式 . 比如 上 例 (i 中 的 A 也 可 化 为 
(dz) Ve)(Y ro(V za Vrs)((ATzri ra) A zx) AS( zs, rs)). 
在 此 基础 上 进行 Skolem 变形 得 
(Vr VY ra) (VY rolY rs)((AT( zr, zr2) 
>—Al(c) AS( zx, rs)). 
最 终 可 得 A 的 男 一 Skolem 标准 形 
(VAD(Vra)(Y za) (Yrs)(Y ze)( Yr7) 
(AliCz1s za)V AB(zs, x5)) A CAN)V AB(ze,27))) (5.2.6) 
可 见 A 的 Skolem 标准 形 不 是 惟一 的 ,但 只 要 其 中 一 个 为 矛盾 式 ,其 余 的 也 必 有 为 巴 
导 式 .在 本 例 中 A 的 两 个 Skolem 标准 形 有 不 同 的 母 式 ， 
(ii) 由 于 有 命题 5.2.8,Skojem 标准 形 关于 各 合 取 项 中 不 含 相同 变 元 的 要 求 
一 般 都 可 以 略 去 (除非 有 特定 的 要 求 ). 所 以 (5.2.6) 式 也 可 写 为 
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(Vz)(YV za) (VY ra)(Y zs){ (Afri, x2) 
V A3( za ro) A CATE)YV A3( ra, xs))) 
(5.2.5) 式 也 可 以 作 同 样 的 简化 ， 


习题 十 五 


1. 把 以 下 各 式 从 为 Skolem 标准 形 ， 

(1) (Fz Vr) (dr)Ai(r, ra, r3); 

(iD (CY zDD(Y zx2)( I xa Ye)P(F(ri, rc), ra g(r4)) 这 里 古 为 三 元 原 
子 公式 ; 

Gi) (CYx2) (3x) (Ai(z) 一 Atfzl zy 人 VYxzz) A (zz ) 一 
(I xa) AT( ra, x3)). 

2. 该 证 (YD)( x2)ATCz1 ,及 (x2)) 和 (YY ri) Af(zi, 用 ( 丹 (x1))) 不 是 可 
证 等 价 的 . 

3. 试 证 (了 xi)Afzi) 远 辑 有 歼 当 且 仅 当 对 多 的 任 一 解释 了 均 有 < 后 (DT) 使 
Alc) 在 本 中 成 立 ,这 里 AE 沁 , 即 A 中 不 会 量词 ， 

4. 试 证 (YX )A(xzi) 为 矛盾 式 当 且 仅 当 对 的 任 一 解释 1, 玫 A(x;) 都 不 成 
立 , 这 里 z; 是 A(z;) 中 惟一 的 自由 变 元 . 

5. 找 出 两 个 不 含量 词 的 公式 A 与 日 ,使 以 下 两 条 件 都 成 立 ， 

(i) A(xz)AB(z) 为 巴 盾 式 , 但 A(z)AB(y) 不 是 予 盾 式 ， 

(ii) 对 多 的 任 一 解释 了 JA(z)AB(y) 都 不 成 立 当 且 仅 当 对 4 的 任 一 解释 
1 ,7 上 奢 A(z)AB(zr) 都 不 上 成立， 


35.3 子 名 


定义 5.3,1 中 的 原子 公式 及 其 否定 叫 作文 字 (literals) ,有 限 多 个 文字 的 析 
取 叫 子 名 (clauses). 内 会 一 个 文字 的 子 句 岂 单子 名. 

比 刘 ,Al(z1) ,一 A?(z1 ,及 (x2)) 等 都 是 文字 ,Al(z)V 一 A?(z1, f(x))YV 
Ai(z1,72,z3) 是 子 句 .又 ,如 果 用 P,Q,R 表示 谓词 符号, 则 

Pir, AYV E> QF VY R(x,y, g(r,y)) 

是 子 名 ,这 里 /与 g 分 别 是 一 元 和 二 元 函数 符号 . 

定义 5.3.2 设 AE 和 名 则 有 可 化 为 Skolem 标准 形 , 其 母 式 为 一 合 取 范式 且 
各 合 取 项 不 含 相同 变 元 .每 个 合 取 项 都 是 一 个 子 句 . 称 这 些 子 句 之 集 S 为 A 的 子 
名 集 . 


$5.3 于 和 铝 “好 


比如 ,如 果 公 式 A 如 例 5.2.12fii) 所 述 ,如 由 (5.2.5) 式 知 
=|ATzx1, za) V ABC ra 75) ,AL fre 7))V A ze, 77)) 
是 A 的 子 句 集 , 因 为 A 的 Skolem 标准 形 可 能 不 惟一 ,所 以 A 可 能 还 有 别 种 形式 
的 子 句 集 . 如 ,由 (5.2.6) 式 知 
S =1Af(xri, za)V A za, 7x5) Ale)YV ASCze yz 

也 是 A 的 子 句 集 . 

以 下 讨论 子 句 集 5 时 也 可 以 不 指明 S 是 哪 一 个 公式 的 子 句 集 ,但 各 子 句 应 不 
含 相同 变 元 ,以 下 用 A S 表示 S 中 各 子 名 的 合 取 , 从 而 如 果 S 是 A 的 子 句 集 ,那么 
AS 就 是 4 的 Skolem 标准 形 的 母 式 .以 下 当 AS 不 可 满足 时 称 S 不 可 满足 . 

注 5.3.3 (i) 如 果 我 们 的 自 的 是 证 明 A S 为 矛盾 式 , 则 S 中 各 子 句 不 含 相同 
变 元 这 一 要 求 是 不 可 去 掉 的 .如 , 设 S= 1Af(z), 一 Aiz)j, 则 AS 显然 是 矛盾 
式 ,但 若 把 S 改 为 S =14i(z)》 一 Al) , 则 AS 就 不 是 矛盾 式 了 , (ii) 在 本 章 
中 我 们 目的 不 是 要 证 明 A S 为 矛盾 式 ,而 是 要 证 明  - 型 的 Skolem 标准 形 为 矛 
慎 式 ,这 时 AS 作为 其 母 式 ,并 不 -- 定 是 矛盾 式 .在 这 种 情况 下 ,由 命题 5.2 .8 以 及 
变 元 代 换 定理 知 也 可 以 允许 S 中 的 不 同 子 句 含 有 相同 的 变 元 ,{i) 把 S 中 不 同 子 


句 中 的 变 元 写成 不 同形 式 虽然 要 多 用 到 -- 些 变 元 ,但 在 以 后 的 推理 中 会 更 清楚 一 
此 


命题 5.3.4 设 S 是 闭 公式 B 的 子 句 集 , 则 6 为 矛盾 式 当 旦 仅 当 S 不 可 泣 
足 ， 
先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 5,3.5 设 AE 罗 则 ciA 为 素 盾 式 当 目 仅 当 A 不 可 满足 . 
证 明 设 zi ,zy 为 A 中 全 体 自 由 出 现 的 变 元 , 则 
A=(Y zr (Yr A. (3.3,1) 
以 n=2 为 例 进行 证 明 ， 
设 cA 为 矛盾 式 , 则 ciA 不 可 满足 . 由 命题 3.2.19(iii) 便 知 A 不 可 满足 ， 
友 过 来 , 设 ctA 不 是 矛盾 式 , 则 站 有 解释 了 上 和 在 了 中 的 同 值 "， 2 满足 
(YxzYzrz)A. 设 z 是 4 在 工 中 的 任 一 赋值 , 作 赋 值 vw 如 下 ， 
vw (zi) ur}, vy {x7} = v(x2), (5.3.2.) 
则 vw 满 足 (Y xz,)A. 作 赋值 w* 如 下 :; 
vx)=u(r), V(r2) = u(r), 
则 vw 满足 A, 因 为 A 中 的 自由 变 元 具 可 能 是 xz 与 x, 且 V(r) = ur) ,vr2) 
二 u(x2), 所 以 由 命题 3.2.25 知 & 满足 A., 因 为 是 在 I 中 的 任意 赋值 ,所 以 
I 亚 A, 即 A 可 满足 . 
推论 5.3.6 设 AEZ 则 以 下 各 条 等 价 . 
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(i) cliA 为 矛盾 式 ; 
(i) A 不 可 满足 ; 
(iii) ctA 不 可 满足 . 
证 明 由 引 理 5.3.5 知 以 和 前 两 条 等 价 ,由 命题 3,2.19(ii) 知 后 两 条 等 价 ， 
所 以 本 推论 成 立 . 
命题 5,3,4 的 证 阴 设 B 的 Skolem 标准 形 为 
(Yr)(Vr)A (A=AS). (5.3.3) 
因为 B 为 闪 公 式 ,所 以 (5.3.3) 式 为 A 的 完全 闭 包 ciA .出 命题 5.2.14 和 推论 
5.3.6 便 知 B 为 予 盾 式 当 目 仅 当 A 不 可 满足 ,因为 A = AS, 所 以 命题 5.3.4 成 


. 


$5.4 正则 函数 系统 与 正则 域 * 


正则 域 可 用 来 作为 2 的 一 种 解释 的 可 数论 域 ,针对 不 同 的 子 句 集 可 以 作出 森 
同 的 可 数 正则 域 .这 一 工具 对 否定 IF- S 提供 了 方便 .首先 来 看 正则 函数 系统 的 概 
念 . 

定义 5.4.1 设 也 是 非 空 集 ,FCD,D -Fi 为 无 穷 集 , 六 是 DD 上 的 至 多 可 
数 的 & 元 汕 数 集 (=1,2,…) ,FR* = 忆 , 玉 = FOUF* .如 果 

( 对 每 个 fE F* ,了 是 单 射 晶 Img F 门 垣 = 多. 

( 间 设 和 8g 是 F* 中 不 同 的 函数 , 则 img Fnimg g= 2. 

《证 对 每 个 了 EFi ,F(z yw) 二] ,G12 
这 里 对 任 一 映射 ,XY,Img 有 =1h(zr)|xEX1. 那 么 称 F 为 D 上 的 正则 酉 数 
系统 , 且 称 序列 ( | Fo , || ,| 下 :| ,…, ) 为 记 的 型 ,这 里 | 所 | 可 以 是 0. 正 整数 或 
可 数 无 穷 基数 w, 分 别 表示 FF; 是 空 集 , 非 空 有 限 集 或 可 数 无 穷 集 . 又 , 当 存 在 自然 数 
和 使 当 严 > 时 ,= 多 , 则 FF 的 型 也 可 写 为 有 限 序 列 (|| ,| 二 | ,…, | | ). 

例 5.4.2 设 D=R,=|zlx 是 正 实数 ,Fo= | 二 | ,El= | 这 里 户 D-D 
定义 为 Az)= 工 +1, 则 定义 5.4.1 中 的 条 件 都 成 立 , 所 以 到 = FoUF, 是 一 个 
(1,1) 型 的 正则 函数 系统 ， 

例 5.4.3 设 万 = 1 站 ,2,…|. po 是 第 mx 个 素数 , 令 Fo= [10| ,F=ff,g| ,这 
里 f,g;:D>D 分 别 由 f(r)= ps 和 g(m)= p> 确定 ,F,= |h} ,这 里 及 :D2 一 记 
由 (m,n)= pp2 确定 , 则 

(i) f,g,h 显然 都 是 单身 ,日 

[mg fN Fo=Img gNFo=Img hNF = go. 
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{ii) Img 大门 Img g= Img ff\Img h = Img g/mg h =. 

《 诈 》 flm)m mm hm nm hm,n) en. 
所 以 110,f,g, 玉 | 是 一 个 (1,2,1) 型 的 正则 函数 系统 ， 

命题 5.4.4 (正则 函数 系统 的 存在 性 定理 ) 设 丁 = (to,t1,t2,…) 是 任 一 给 
定 的 序列 ,这 里 =0, 或 2; 为 正 整 数 或 i = w(i =0,1,…). 则 存在 一 个 可 数 集 万 
以 及 记 上 的 型 为 工 的 正则 函数 系统 F. 

证 明 取 品 为 11,2,…|. 设 p 是 第 xm 个 素数 , 且 当 4 去 w 时 令 [ 丰 ]= je6E 
|e 委 页 及 当 丰 = 时令 [站 ] = 呈 . 定 义 户 , 记 ,FF;,"… 如 下 : 

(0) Fo= {2 {aEDN[to}l. 

CD Fi= {fila EDNTH,E A: DD 由 (Cm) = (p,.) 确定 ,mE 
D,aEDf[lt]. 

Gi) Fa= {fala EDN ET, fF:D2D HF mn) pr p ry) 
确定 ,m,nED,aEDNMN[t;]. 


| 


(E+1) Fi={ple EDN[a], fA: 2D 直 f(s m,) = 


{ 
(pm Pm Pm )° 确定 ,m1… ,ms ED, m=1+ mt = 1 ,kk = 1,2, 
1=1 


和 


令 F= UIIk=0,1,2,…|, 则 玉 是 具有 型 的 D 上 的 正则 函数 系统 . 

事实 上 , 设 F*= 下 -Fi, 则 

(i) 因为 Fo 中 的 数 全 为 俩 数 ,而 对 每 个 FE F* ,img 了 是 奇数 之 集 ,所 以 
Img fo= 包 . 叉 ,对 尾 一 其 E 拟 , 太 是 单 射 ,只 需 考虑 之 2 的 情形 . 设 (六 ，…， 
me Fn 则 mM Hl We He 不 可 能 都 成 立 . 设 { 是 使 各 天 六 上 成立 
的 最 小 数 ,如 mez< ms, 则 户 (mmi，…, my) 有 一 因子 加 ,而 它 不 是 大 (m1，,…, ni ) 的 
因子 ,所 以 天 (zzas) 天 天 (直入 这 就 证 明了 所 是 单 射 

( 设 j 寿 疡 ,gE 严 汰 天 1 且 天 07 天 0. 则 Img 了 与 Ing & 中 的 元 素 分 别 
含有 卡 个 与 1 个 不 同 的 素 因 子 ,所 以 Img flImg g= 记 . 设 了 ,gEF, 且 f 关 g, 如 
f= 扩 ,g= 岂 ,a<8, 则 Img g 中 元 素 含有 上 比 Img 了 中 元 案 更 多 的 因子 ,所 以 仍 有 
Img ff\Img g= 2, 

(省 ) 因为 大 (m1，…, my) 远 远大 于 zz (=1.… 于) 所 以 

fF(mi sm Fm 人 二 二) 

这 就 证 明了 F 是 可 数 集 口 上 的 正则 是 数 系统 , 它 的 型 显然 为 T， 


定义 5.4.5 设 下 = FoU UF 是 非 空 集 六 上 的 正则 函数 系统 ,定义 UF) 
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如 下 ; 

0) 车 Fo 多 , 则 FoCKF). 阁 Fo= 多 ,在 口中 任 取 一 元 素 4, 令 a€F). 

() 设 AEB, 自 a as€EMF), 则 (al,… at) EMF). 

【下 ) 改正 ) 中 的 全 体 元 素 由 (i) 与 (ii) 生成 . 
称 饮 玉 ) 为 关于 下 的 正则 域 . 

例 5.4.6 设 丰 是 正则 函数 系统 ,下 0 = je ,Fi=| fi,F。 一 1g|. 求 关于 下 的 
正则 域 张 所 )， 

解 光 F)=|a,f(a}),g(a,a), gla, fla)), 

glflo) a) FfF(a)), flgla,a)),l. 

作为 正则 跨 数 系统 的 一 个 应 用 ,我 们 给 出 下 面 的 命题 ， 

命题 5.4.7( 贱 值 定 理 ) 设 是 一 阶 语言 ,FP = | 请 |iE i 是 妾 的 上 元 函数 
符号 之 集 ,U1 FkE Ki 是 六 的 全 体 函数 符号 之 集 . 设 gi ,gq,,… 是 一 阶 语言 中 
的 原子 公式 序列 ,al,a;,… 是 和 0,1| 中 的 序列 , 则 有 解释 了 以 及 在 上 中 的 赋值 
,满足 条 件 

v( gi.) = a,, n=1,2,.. (5.4.1) 

证 明 先 设 定 解释 [的 论 域 D= |1,2,…| ,然后 逐步 给 出 攻 的 解释 了 由 正则 
蝴 数 系统 的 存在 性 定理 , 取 D 上 的 正则 函数 系统 未 = FFU 丙 UU… 使 | 丙 | - 
[ali€E hl|,| 玉 |= [| (REK), 这 里 1a;|i€ 10| 是 六 的 个 体 常 元 集 . 像 命 题 
5.4.4 的 证 明 一 样 ,对 每 个 i€ 了 0, 设 a, 在 了 中 的 解释 为 285. 对 9 的 每 个 函数 符号 
太 , 设 乒 在 I 中 的 解释 为 此 .注意 FF 中 内 会 偶数 ,所 以 |DD- ,| =w, 定 义 Y 在 7 
中 的 赋值 vw 为 vx;)=3(i=1,2,…), 则 viz, zo} 一 (DD 一 Fo) 为 单 射 ,以 下 
证 明知 7 与 12 是 艺 中 两 个 不 同 的 项 , 则 v(t ) 关 wv(12 ) 事实 上 , 称 个 体 党 元 和 
变 元 为 1 阶 的 项 ,车 t1,…, 都 是 不 超过 nn 一 1 阶 的 项 , 且 至 少 有 一 项 为 nx-1 阶 
的 项 , 则 称 (24,…z) 为 n 阶 的 项 (n 宇 2). 当 辣 关 坟 且 if 与 12 全 是 1 阶 的 项 
时 显然 v(tf ) 关 v(t2 ). 设 当 嫩 关 12 且 zr? 与 tz 爹 是 不 超过 nn 阶 的 项 时 已 
证 明 wv(ff ) 关 wv(#2 ). 今 让 与 术 中 至 少 有 一 个 用 和 阶 的 项 , 另 一 个 不 超过 n 阶 . 
如 果 tr 与 1 中 有 一 个 是 1 阶 项 ,比如 i? = a 或 过 了 二 让 面 弛 = f(t te ) 
空 ]), 则 v(t2)=2 或 v( 戏 )=3. 因 为 有 (mm)= (psiz)i(mED) 且 当 上 22 时 
Img 扩 中 的 元 含有 多 于 一 个 的 素 因 子 ,所 以 o( 弛 ) 天 af) 如果 = f(t 
t= ft, 正夫 开 , 则 因 Img fi mg 及 = 好 ,所 以 v(t? 天 
区 全 如果 天 = 下, 则 天 = = 帮 且 (三 和 ) 天 (7 和 小 所 以 有 JS 使 
:5 却 上 .因为 二 与 的 阶 数 均 不 超过 ?2 - 1, 所 以 由 归纳 假设 知 v(4.) 关 vw(4."). 那 
各 (et 呈 下 力 天 (有 73 下 所 以 由 形 为 单 射 知 ut ) 天 of 让， 
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最 后 来 看 4 中 谓词 符号 的 解释 , 设 A! 为 了 中 的 任 一 谓词 符号 , 设 以 4 开头 
的 原子 公式 为 
gatD = 1), qn = (1 (5,4.2) 
因为 qn ,qxt2)，… 答 此 不 同 ,所 以 (如 , 直 ),( 霸 ,…, 丰 ),… 也 彼此 不 同 .那么 由 
以 上 所 证 ,Cot ,vw《)) ,wv(21),… ,v(t7)),… 彼 此 不 同 .定义 态 的 解释 4 
如 下 : 


及 = (wv(a),, v(t) ey =1,1=1,2,.}. (5.4.3) 
那么 由 (5.4.1) 与 (5.4.2) 得 
一 yl ol 
e000) = .= ya 0 (5.4.4) 


对 上 中 的 每 个 谓词 符号 入 都 作 如 上 解释 , 则 由 (5.4.4) 式 知 (5.4.1) 式 成 立 ， 
习题 十 六 


1. 设 S=|A(r),B(r)1,S'=1A(z),B(y)| ,这 里 A(x),B(zx) 为 简单 析 
取 式 . 试 证 ;对 的 任 一 解释 JIFS 均 不 成 立 当 且 仅 当 对 多 的 任 一 解释 J” ， 
天上 SS 均 不 成 立 (提示 :利用 命题 5.3.4)， 

2. 称 原 子 公式 和 它 的 否定 为 相反 的 文字 对 ,利用 赋值 定理 证 明 , 如 果子 可 集 
5 不 包 伟 相 反 的 文字 对 , 则 有 wn 使 (AS)=1, 也 有 wuEnN 使 n(AS)=0. 

3. 试 证 区 字 不 可 能 是 逻辑 有 效 公式 ,也 不 可 能 是 驴 盾 式 ， 

4. 举 出 一 个 (2,2,2) 型 的 正则 函数 系统 ， 

5. 蔡 出 一 个 {w,1,1,…) 型 的 正则 函数 系统 . 

6. 在 命题 5.4.4 的 证 明 中 ,素数 的 序号 为 什么 要 加 1( 或 加 2)9 

?7. 利用 命题 5.4.4 的 征明, 证 明 存 在 Y¥ 的 可 敖 解 炎 了 ,使 

Al(z, fi(r), flr yy) vy) AAtu, vw, (u,v,w)) 

成 立 (提示 :证 明 (7 月 (z) 月 (zy)= (azg, 月 (zyby 妈 )) 不 可 能 成 立 ， 
从 而 可 以 把 4 的 解释 A 作成 使 两 个 合 取 项 都 真 ). 


$5.5 Herbrand 域 与 Herbrand 定理 
Herbrand 域 是 一 种 特殊 的 正则 域 ,从 它 可 以 自然 地 生成 一 种 正 到 函数 系统 . 
$5.5.1 Herbrand 域 


定义 5.5.1 设 了 是 一 阶 语言 , Fi 是 区 中 的 若干 个 体 常 元 之 集 , F 是 & 中 的 
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若干 函数 符号 之 集 , 定 义 五 如 下 ; 
(iD) FoCH. 车 = 名 , 则 任 取 学 的 一 个 个 体 常 元 at 当 妾 不 会 个 体 常 元 时 , 绍 
妆 添 加 一 个 个 体 常 元 a), 设 aEH. 
(iD 苦 fEF 起 f 是 上 元 函数 符号 ,如 果 ai ,oxEH, 则 F(a,"…,as)€EH. 
(证 ) 五 中 再 无 其 他 元 素 . 
称 互 为 关于 { 了 ,FF) 的 Herbrand 域 (Herbrand universe) .特别 是 当 所 和 下 分 别 是 
某 于 句 集 S 中 的 个 体 常 元 集 和 函数 符号 集 时 ,也 称 万 为 8 的 Herbrand 域 . 
为 了 应 用 方便 ,日 还 可 分 解 为 一 列 按 包 含 序 上 升 的 子 集 之 并 , 即 ， 
Ho 车 所 = 久 , 则 Hy= lal. 
Hi=HoUU{FH, FEF!, 
H,= HIUU FLH LAE FE ， 
这 里 若 了 是 天 元 函数 符号 , 则 了 LX 表示 儿 fz) | zr, x EX|. 
容易 验证 
H= HoU HU HU (5.5.1) 
称 肪 中 的 元 为 五 的 第 天 级 元 ， 
定义 $.5.2 设 互 是 关子 (Fo,F) 的 Herbrand 域 ,这 里 下 = FIU FU F, 
是 3 中 的 若干 元 函数 符 导 之 集 , 设 FE Fi, 作 有 映射 f;, 一 HH 如下. 
大 让 和) = fF his, he), hs ,hEH, (5.5.2) 
令 F={f|fEFI, 称 FoUF 为 与 有 H 相 应 的 Herbrand 系统 . 当 吾 是 子 句 集 S 的 
Herbrand 域 时 , 称 相 应 的 系统 为 $ 的 Herbrand 系统 . 
命题 5.5.3 ”Herbrand 系统 是 正则 函数 系统 ， 
证 明 《i) 任 取 fEF,Jmg f 中 的 元 以 开头 ,自然 不 同 于 Fo 中 的 任何 元 ,所 
以 Img 了 门 醒 = 好 ,又 ,由 (5.5.2) 式 知 当 ( 丰 下 让 天 (有 ,下 ) 时 ， 
天 下) 天 天 下 所 以 产 是 单 射 ， 
(i) 设 方 8 是 F 中 不 同 的 函数 , 则 Img 了 与 Ingg 中 的 元 分 别 以 与 g 开头 ， 
从 而 是 五 中 不 同 的 元 ,所 以 Img 7 站 Img g=2. 
(ii) 设 fEF, 由 (5,5.2) 式 知 fh,…, 训 ) 是 在 瑟 中 比 h1,…, 有 h, 的 级 别 都 
高 的 元 .所 以 
所 
这 就 证 明了 Herbrand 系统 是 正则 函数 系统 ， 
例 5.5.4 站 设 Fo= 训 ,下 =FF={f,g|, 则 关于 (Fo, 下 ) 的 Herbrand 域 为 
H= {a,fla),gla), flfla)), flg(a)), gl f(a)),…), 
这 里 a 是 将 中 的 任 一 个 体 常 元 . 
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( 说 设 S=1A(FrT) ,DV B(a,f(T)), 一 Ctgty,z)), 求 5 的 Herbrand 
域 日. S 中 出 现 的 个 体 常 元 之 集 为 Fo = fa,b1,5S 中 出 现 的 函数 符号 之 集 下 = 7， 
gf 全 所 以 5S 的 Herbrand 域 是 

H=la,b, fla), f(b),gla,a),glab),gtb,a),g(b,b), Ffla)), 
ff (oD) frgla,a)),"l. 

注 5.5.5 (i) Herbrand 域 日 中 的 元 都 是 中 的 不 会 变 元 的 项 ,由 一 个 Her- 
brand 域 自然 就 得 出 一 个 Herbrand 系统 ,这 种 自然 性 表现 在 把 函数 符号 当 函 数 看 
待 , 且 由 (5.5.2) 式 看 出 ,一 个 函数 作用 于 互 中 的 一 组 变 元 上 时 它 的 值 就 是 那个 函 
数 作 用 式 自身 .更 为 巧妙 的 是 ,一 个 函数 自然 可 以 通过 列 出 它 在 各 变 元 处 的 值 而 完 
全 确定 ,而 Herbrand 域 的 结构 正体 现 了 这 一 点 ,所 以 当 一 个 Herbrand 域 五 给 定之 
后 ,及 不 只 是 一 个 集合 ,同时 也 给 出 六 H 上 的 一 族 函 数 .这 时 可 以 干脆 把 定义 
5.5.2 中 的 函数 了 就 写成 f, 这 时 五 既是 Herbrand 域 ,又 是 关于 自身 的 Herbrand 
系统 .用 定义 5,4.5 的 观点 来 看 , 即 

守 H}= 日 ， (5.5.3) 

(ii) Herbrand 域 五 中 涉及 到 了 一 些 个 体 常 元 和 国 数 符号 如 果 只 限 考虑 这 些 
个 体 常 元 和 函数 符号 组 成 的 一 阶 语言 8 中 的 一 部 分 ,那么 Herbrand 域 如 不 只 为 
这 部 分 语言 提供 了 解释 域 ,同时 也 对 各 函数 符号 进行 了 解释 (其 中 把 纪 的 个 体 常 
元 解释 为 其 自身 , 即 ,HH 中 与 的 个 体 常 元 a 相对 应 的 特定 元 a = a). 所 以 可 以 称 
Herbrand 域 为 相应 语言 的 半 和 解释 (文献 [20] 称 其 为 preinterpretation, 有 即 预 解释 }). 
待 交 中 的 谓词 符号 得 到 各 种 不 同 的 解释 之 后 ;就 会 在 此 半 解 释 的 基础 上 得 到 的 
各 种 不 同 的 完整 的 解释 . 称 每 个 这 种 解释 为 电解 轰 . 本 意 中 区 的 个 体 常 元 .函数 
符号 与 谓词 符 导 均 来 自 某 子 句 S ,不 再 反复 申明 . 所 以 五 -解释 实际 上 是 对 S 中 
滑 词 符号 的 解释 . 称 这 时 的 万 -解释 为 S 的 互 解 释 . S 的 九 - 解 滁 自 然 不 上 _ 
个 ,因为 S 中 的 谓词 符号 可 以 有 各 种 不 同 的 解释 . S 的 太一 解释 在 外 形 上 有 一 个 
特点 , 即 , 如 果 己 是 $S 中 出 现 的 一 个 元 谓词 符号 ,那么 的 解释 应 是 Er 的 一 个 
子 集 卫 ,为 简单 起 见 , 以 下 仍 用 己 来 记 这 个 互 . 又, 如果 不 指 明 某 解 释 7 基 S 的 HH 一 
解释 , 则 了 就 是 S 的 普通 解释 . 

(ii) 设 1 与 1* 基 的 两 个 解释 ,分 别 以 DD 和 DD' 为 论 域 ,v* ;39>DD* 是 Y 在 
让 中 的 一 个 赋值 ,&;D* 一 D 是 一 个 映射 , 则 w=&ov* ,9 > 未 必 是 在 了 中 的 
赋值 ,一 般 也 无 法 对 $ 加 以 要 求 而 使 w 成 为 一 个 赋值 ,因为 D* 与 D 上 都 没有 绪 
攀 . 但 当 吕 为 Herbrand 域 二 时 ,我们 有 下 面 的 引 理 ， 

引 理 5.5.6 设 了 是 芯 的 解释 ,六 是 其 论 域 ,日 有 限 子 句 集 S 不 含 个 体 常 元 
或 只 含有 限 多 个 个 体 常 元 a1,…,a,. 日 是 S 的 Herbrand 半 解 释 , 这 时 相应 地 ， 
Ho= al 或 Ho=ia1,…,aml (a 是 z 中 的 任 一 个 体 常 元 ). 则 存在 映射 £:H—D, 
使 对 在 于 中 的 任 一 赋值 v* :3 一 五 ,= 人 op :9 一 DD 是 在 I 中 的 一 个 赋值 . 
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证 明 设 $ 中 的 个 体 常 元 a; 在 D 中 的 特定 元 为 a;, 则 定义 映射 生 :Ho 习 DD 为 
(a;)=ai(i=1,…, 0)., 如 果 S 不 含 个 体 常 元 (这 时 Ho 为 单 点 集 i41), 则 令 与; 
Ho*DD 为 任 一 上 映射 .递归 地 定义 &; 昌 DD 如 下 :说 对 下 下 瑞 ，E() 已 征 
久 人 i 二 1 ), 了 是 住 一 元 函数 符号 , 则 fh ,… ,有 )E€ inj, 令 

ECf Oh, had) = FEChI), ,Eh )), {5.5.4) 
这 里 了 是 了 看 1 中 的 解释 . 设 六 :9 一 末 是 2 在 三 中 的 任 一 赋值 ,由 半 解 释 妃 的 
结构 知 
vy CFlRisr, ha))= fu (hs vo” (hs)). (5.5.5) 
设 v=&ov". 由 (S$.5.4) 与 (5.5,5) 式 得 
vfliny ta = ev" (Flt ,1 ))) 
=é(f(v" CE 
=f(é(u" (0)) ,E(u (1))) 
= 了 (v(t v(t,)). 
又 ,由 mm (ai)=a; 知 vla;)=&rv* (ai)=&(a)=&, 即 ,vw 把 a, 映射 为 中 已 定 
的 特定 元 a;(i=1…, mm). 所 以 是 攻 在 了 中 的 赋值 ， 

合 题 5,5.7 设 S 是 有 限 的 子 句 集 , 如 果 “有 解释 了 使 JS 成 立 , 则 “有 基 
于 半 和 解释 日 的 解释 1* 使 1* 瞩 s 成 立 . 

证 明 对 5 中 出 现 的 每 个 谓词 符号 A , 设 A 是 2 元 的 ,4 在 1 中 的 解释 为 
则 在 天 中 规定 A 的 解释 A* 如 下 : 

. 4 (hs 有 hh,)=1 当 且 仅 当 A(&(R1),…,E(R))=1, (5.5.6) 
这 里 二 如 引 理 5.5.6 中 所 述 . 设 pyV…Y ps 是 S 中 的 任 一 于 血 , 则 [EF pV 
V pi ,这 里 p; 是 文字 (i =1,… ,此 ) .不妨 设 4==2, 目 
PiV P= Attis ,ts YB ss, ss, ). 
这 里 A 与 B 分 别 为 n 元 和 ym 元 谓词 ,tj，…, 4 ,sj,…,s 是 项 , 设 让 是 2 在 下 
中 的 任 一 赋值 , 则 
v {pIVP)=A (w(t), vo (VB (v8), wv" (3 )). 
(5.5.7) 
令 v=6rwv", 则 ww 是 之 在 中 的 赋值 ,所 以 由 1 三 pV ps 得 
vpiV pa)=v( pV vo pa) =ACv(t), ,vw( V Bs1) ,wls,)) 
一 站 (和 人 (so (8 YB Ey (91),.., 
é*w (sm)}=1, 
所 以 由 (5.5.6) 式 和 (5.5.7) 式 即 得 vw* (pV ps)=1. 
对 一 般 情 形 类 似 可 证 
Vv (pV VA)= vp VV pi)=1, 
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这 里 v= ev* .由 zw 的 任意 性 得 
"EpV Vp. (5.5.8) 
因为 1* 瞩 AAB 当 且 仅 当 I* 瞩 A 且 1* 上 碑 B. 所 以 由 pi VY…Y pr 是 S 中 的 任 
一 子 名 和 (5.5.8) 式 得 请 户 3， 
推论 5.5.8 设 5S 是 有 限 的 子 句 集 ,如 果 对 S 的 每 个 总 -解释 王 ,1* 睹 $S 都 
不 成 立 , 则 对 S 的 每 个 解释 了 ,了 三 S 都 不 成 立 . 


8 5.5.2 二 叉 语义 树 


子 句 集 $ 的 Herbrand 系统 百 只 给 出 了 S 的 半 和 解释, 利用 二 又 语义 树 可 以 给 
册 S 的 完整 五 - 解释 . 

定义 5,5.9 设 S 是 有 限 子 句 集 , 口 是 $ 的 Herbrand 域 . 

中 设 P 是 S$ 中 的 一 个 原子 公式 ,把 此 公式 中 的 变 元 用 态 中 的 元 素 去 代 换 ， 
所 得 不 含 变 元 的 原子 公式 称 为 S 的 一 个 基 原 子 {ground atom)，S 的 基 诛 子 的 全 
体 之 集 叫 $ 的 Herbrang 基 (Tierbrand base). 

(ii) 设 C 是 $ 中 的 一 个 子 句 ,把 C 中 变 元 用 五 中 的 元 素 去 代 换 ,所 得 不 含 变 
元 的 子 名 C 叫 C 的 一 个 基 例 (ground instance) ,如 果 把 S 中 谓词 符号 的 解释 仍 用 
该 符号 表示 , 则 任 取 赋 值 a, wu(C) 就 是 C 的 基 例 , C“ 也 叫 $ 的 基 例 ， 

( 动 设 4 是 $S 的 一 个 基 原 子 , 则 称 4 与 一 A 为 互补 对 . 

例 5.5.10 设 S=| 一 P(z) ,人 (CAIVYRCN 则 3 的 Herbrand 域 

H=|a, fla), AAAa)) 

0) QUAYD YR(y) 是 5S 的 一 个 子 句 ,Q(f(la))V REa),Q(f(f(a YY 
Re)QCCAa))))VRCFCAa)))… 都 是 这 个 子 铝 的 基 例 . 

(i) S 有 3 个 原子 公式 Ptz),Q(f(y)) 和 和 R(y), 下 面 都 是 S 的 基 原子 ,其 全 
体 构 成 5 的 Herbrand 基 : 

Pla), P(f(a)) PCD 
QaND QEFCFCaN)), QFEF Fa)))),, (5.5.9) 
Ra), RONa)), RCRa)))，…， 

注 5,5,11 (i) 若 对 S 的 每 个 基 原子 都 指定 了 其 为 真 或 为 假 ,就 得 到 S 的 一 
个 五 解释 (参看 注 5.5.5( 这 ) .比如 ,在 S 的 Herbrand 基 (5.5.9) 式 中 指定 任 一 子 
集中 的 基 原 子 为 真 ,其 余 为 假 ,就 得 到 S 的 一 个 及 ~ 解释 .出 于 (5.5.9) 中 含有 可 
数 多 个 基 原 子 , 所 以 S 的 五 - 解释 有 2”" 个 ,为 简便 起 见 ,我 们 约定 ;S 中 谓词 符号 
的 解释 仍 用 该 符号 自身 去 表示 , 且 在 S 的 一 个 基 原子 前 不 加 任何 符号 就 表示 指定 
该 原子 公式 为 真 , 在 前 面 加 埋 定 词 一 后 就 表示 该 原子 公式 为 假 . 以 (5.5.9) 式 为 例 ， 
可 证 全 部 基 原子 为 真 ,也 可 让 全 部 基 原子 为 假 .又 ,下 面 是 又 一 个 S 的 了 H- 解 释 ， 
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Pla},—P(fF(a)) ,=P F(a))),, 
QF) QOFCF ND QF ND) ,, (5.5.10) 
>R(a), ROa)), RC Fa))),. 
对 于 S 的 一 个 完整 解释 而 言 ,S 中 一 个 n 元 谓词 符号 A 应 当 解释 为 环 的 一 个 子 
集 , 仍 用 A 表示 .这 时 应 当 对 每 一 组 (天 ,hj)€ 8 说 明 (h1,…,h,)E A 是否 
成 立 .不 过 为 简便 起 见 , 我 们 不 关心 也 不 必 写 出 与 S 无 关 的 那些 % 元 组 (hj ，…， 
如). 比 恕 ,在 (5.5.9) 式 以 及 -上面 的 第 二 行 中 , 没有 出 现 Qt{a) 或 一 Q(a), 这 是 因 
为 S 中 以 Q 开头 的 原子 公式 只 有 Q(f(y)) ,所 以 无 论 指定 eaE 日 或 4&@Q@ 对 S 无 
任何 影响 , 正 是 在 这 一 意义 下 ,我们 说 (5.5.10) 式 是 S 的 一 个 解释 . 实际 上 是 我 们 
略 去 了 无 关 紧 要 的 部 分 解释 , 以 后 在 说 到 S 的 解释 时 就 指 上 述 意义 下 的 解释 . 
(i) 如 果 S 不 含 函 数 符号 或 不 含 变 元 , 则 S 的 Herbrand 基 是 有 限 集 ,可 写 为 
全 
如 采 S 中 含有 函数 符号 及 变 元 , 则 互 为 可 数 集 , 这 时 5 的 Herbrand 基 也 是 可 数 
集 , 可 写 为 
人 93. (5.5.11) 

《ii) 因为 $ 中 只 舍 有 限 多 个 互 不 相同 的 原子 公式 ,而 当 S 含有 函数 符号 及 恋 
元 时 (5.5.11) 式 是 无 穷 序 列 ,所 以 设 P 是 5S 的 一 个 含 变 元 的 原子 公式 , 则 
(5.5,11) 式 中 有 子 序 列 

人 ,Br se 
使 得 每 个 6 都 是 由 对 P 中 的 变 元 进行 适当 的 赋值 而 得 .如 (5.5.9) 式 中 的 基 原 子 
P(ea) ,P(A(a)) ,P(A(f(2))),… 就 是 由 对 S 中 的 原子 公式 P(z) 中 的 之 分 别 赋 
值 a ,了 a) ,fA( 开 a)),… 而 得 ,可见 S 的 Herbrand 基 基 由 对 有 中 的 各 原子 公式 中 
的 变 元 进行 各 种 可 能 的 赋值 后 而 得 出 的 ， 

(iv) 参考 文献 [12,13,14] 中 关于 大原 学 的 定义 与 本 书 不 同 , 设 P{2,… ,+,) 
是 S 中 出 现 的 任 一 * 元 谓词 公式 ,上 述 参 考 文献 中 称 Phi,…, 记 ,) 为 S 的 基 原 
于, 这 里 有 ，…,h€ 玉 .如 ,由 P{ 了 (xz)) 可 得 基 原 子 P(a). 但 我 们 以 为 这 种 基 原 
子 可 以 略 去 ,而 PCf(a)),P(f( f(a)))， … 才 是 真正 用 得 着 的 基 原 子 , 因为 无 论 在 
日 中 怎样 赋值 ,由 P( F(x)) 也 得 不 出 Pla) 来 .实际 上 基 原 子 是 用 来 生成 S 的 解 
释 用 的 .这 一 点 在 (i) 中 已 有 说 明 . 

定 光 5.5.12 设 子 句 集 $ 的 Herbrand 基 由 (5.5.11) 式 中 的 基 原 子 组 成 , 则 
称 为 $ 的 完全 二 叉 语义 树 . 称 图 5.1 中 每 一 条 由 根 出 发 自 上 面 下 依次 连接 的 边 构 
成 的 路 为 这 个 语义 树 的 一 个 分 支 . 

例 5.5.13 设 S= IP(la),—P(F(a)),—P(a) V QB)), 则 5S 的 完全 二 旭 
语义 树 如 图 5.2 所 示 . 
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图 5.,2 


例 5.5,14 设 S=1P(z), 一 Plz)V QEf(z)), 一 Q(f(a))|. 求 5S 的 完全 
工 允 语义 树 ， 
解 因为 S 中 刀 有 函数 符号 又 有 变 元 ,所 以 S 的 Herbrand 基 和 完全 二 双语 
义 树 都 是 无 限 的 . S 的 Herbrand 基 为 
{Pla), QUf(a)), PFCa)), QC (FC), , (5.5.12) 
所 以 S 的 完全 二 叉 语 义 树 如 图 5.3 所 示 . 


引 理 5.5.15 如果 二 叉 树 了 的 每 一 条 分 支 的 长 度 都 是 有 限 的 , 则 中 有 一 
条 最 长 的 分 支 . 
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证 明 分 别称 由 了 的 根 出 发 的 诺 右 两 边 为 0 一 廊 各 1 一 边 .分 别称 从 0 一 边 末 
端 出 发 的 左 、 右 两 边 为 好- 边 和 01- 按 ,分 别称 从 T- 边 末端 出 发 的 左 、 右 两 迪 为 
10-~ 边 和 11 一 边 ,……, 依 此 类 推 ,因为 了 中 每 条 分 支 的 长 度 都 是 有 限 的 ,所 以 每 
条 分 支 都 有 一 条 最 下 方 的 边 ,其 名 称 为 al “am; 这 里 jy… ,an 万 10,1| {m=1, 
2,…). 比 如 ,0101 - 边 就 是 从 杠 出 发 沿 左 一 右 一 左 一 右 路 径 达 到 的 边 . 如果 丁 中 
没有 最 长 的 分 支 ,那么 以 0 开头 的 分 支 或 以 工 开头 的 分 支 中 没有 最 长 的 分 支 ,不 妨 
设 以 0 开头 的 分 支 中 没有 最 长 者 ,那么 以 人 0H 或 00 开关 的 分 支 中 必 有 一 没有 最 长 
省 ,不 妨 设 为 01 开头 者 ,这 又 推出 以 010 开头 或 011 开头 的 分 支 中 没有 最 长 


的 分 支 ， 

出 完全 二 叉 语义 树 的 结构 以 及 注 5.5.11 知 关于 完全 二 叉 语 义 权 有 如 下 的 基 
本 事实 . 

基本 事实 5.5.16 设 图 5.1 是 有 限 子 句 集 S 的 完全 二 丸 语义 树 耳 , 则 

(3) 树 了 的 每 一 个 分 支 都 是 5 的 一 个 口 - 解 释 ,S 的 每 个 口 - 解 释 1 都 是 树 
工 的 一 个 分 支 ， 

tib 设 二 是 子 句 集 S 的 吾 - 解 释 . 则 六 FS 不 成 立 ,当日 仅 当 S 中 有 子 句 C 
使 呈 户 C 不 成 立 , 当 且 仅 当 C 有 一 个 基 例 C' 在 解释 六 之 下 厅 真 . 因为 C 只 含有 
限 多 个 文字 ,斯 以 对 于 S 的 完全 二 叉 语义 树 工 而 言 ,其 中 与 解释 / “相应 的 那 条 分 
文 B" 中 存在 自 根 疝 下 的 有 限 长 部 分 c, 其 中 各 边 上 的 全 或 -6 的 全 体 已 经 使 上 
不 真 了 ,这 时 我 们 说 = 使 C 林 成 立 . 

6ib 设 工 片 S 不 成 立 , 则 树 了 中 与 六 相应 的 分 支 中 存在 自 根 向 下 的 有 限 长 
部 分 a 使 S 中 的 某 子 名 不成立 , 取 该 分 支 中 具有 以 上 性 质 的 最 短 的 自 根 向 下 的 有 
限 长 部 分 , 称 其 最 下 面 的 结 点 为 失败 结 点 . 

(iv) 如 果 对 S 的 每 个 瑟 - 解释 1* ,1* 上 三 S$ 都 不 成 立 那么 $ 的 二 义 树 醋 的 
每 个 分 支 上 都 有 一 个 失败 结 点 . 删 去 每 个 分 支 中 失败 结 点 以 下 的 部 分 ,可 得 个 的 
一 个 子 树 全 .因为 了 的 每 个 分 支 的 长 度 均 有 限 , 所 以 由 引 理 5.5.15 知 了 T' 中 有 一 
最 长 的 分 支 , 设 其 长 度 为 1, 则 了“ 中 的 叶子 ( 即 分 支 末 端 } 的 个 数 不 超过 2 所 以 
工 是 一 个 有 限 的 二 叉 树 , 称 了 为 S 的 有 限 封闭 语义 糙 . 

例 5.5,17 在 图 5.2 的 完全 二 义 语 义 树 下 中 ,一 共有 3 个 失败 结 点 Ni, N; 
和 Ni. 以 N 为 例 ,其 中 的 P(tf(a)) 表 示 f(a)€B= P, 但 S 中 有 子 和 名 
一 P(A(a)), 所 以 f(a) 使 一 不成立. 从 而 对 五- 解释 Pta), PICFe)) QI 
而 言 S 不 真 ,又 ,M 不 是 失败 结 点 ,所 以 对 于 口 -解释 1* = IlPtla),—P{ f(a)), 
Q(5 咱 而 言 ,每 个 赋值 " 都 满足 S. 事实 上 ,因为 5 中 没有 变 元 ,日 v{a}=a, 
wv(5)=5 恒 成 立 , 所 以 当 P{a), 一 P( f(a)) 和 QQ@(5) 都 成 立时 

Pla}A—P( f(a)) A (Pla) VY Q(8)) 


§5,5 Herbrand 域 与 Herhrand 定理 的 


成 立 . 
例 5.5.18 在 图 5.3 的 树 人 中 ,有 3 了 个 失 
败 结 点 Ni 和 Ni. 因为 了 的 每 个 分 支 都 包 
含有 这 3 个 失败 结 点 之 一 ,所 以 $= 1P(x)， 
一 PXIY Q(FLr)) ,一 QQ( f(a))| 有 一 个 有 限 
的 封闭 语义 树 如 图 5.4. 

在 Ni 对 应 的 任意 一 个 解释 I* 中 (这 种 解 
释 不 止 一 个 ,有 无 穷 多 ,但 N| 以 下 部 分 已 不 必 
考虑 了 ) ,因为 $ 的 子 句 P(z) 的 一 个 基 例 P(e ) 已 经 在 下 之 下 不 真 ,所 以 1 上 5 
不 成 立 . 对 于 N; 对 应 的 任意 一 个 解释 于 而 言 ,因为 基 例 一 Q(Afa)) 已 不 成 立 ， 
所 以 2 上 态 S 不 成 立 . 对 于 N3 而 言 ,相应 的 任意 一 个 解释  , 刀 睛 一 P(z)V 
QtCF(z)) 都 不 成 立 ( 令 w(z)=a 即 可 看 出 ) ,从 而 好 情 S 不 成 立 . 

设 3 是 有 限 子 句 集 . 如 果 对 的 任 一 解释 T, IF- S 都 不 成 立 , 则 对 任 一 百 - 
解释 1“ ,大片 S 自然 也 不 成 立 ,从 而 由 基本 事实 5.5.16 的 (iv) 知 S 的 完全 二 又 
请 义 树 含有 有 限 的 封闭 语义 树 . 反 过 来 ,如 果 5 的 完全 二 叉 语 义 树 含有 封闭 的 语 
义 树 , 则 对 每 个 瑟 - 解 释 1* 而 言 ,1* 帮 S$ 不 成 立 , 那 么 由 命题 5.5.7 知 对 任何 解 
释 [JS 都 不 成 立 .这 就 让 明了 下 面 的 定理 . 

定理 5.$.19 (Herbrand 定理 I) 有 限 子 多 集 S 不 可 满足 的 充 要 条 件 是 5 的 
完全 二 叉 语义 树 含有 有 限 的 封闭 语义 树 . 

述 有 一 个 下 - 型 的 Herbrand 定理 如 下 ， 

命题 5.5.20 (Herbrand 定理 卫 ) 有 限 子 句 集 S 不 可 满足 的 充 要 条 件 是 $ 有 
不 可 满足 的 有 限 基 例 集 S 

证 明 设 对 任 一 解释 [, IF S 都 不 成 立 , 则 S 的 完全 二 叉 语义 树 个 有 一 有限 
的 封闭 子 树 了 .了 的 每 个 失败 结 点 都 使 S 的 某 个 子 句 的 基 例 不 成 立 ,内 S' 记 全 部 
这 种 基 例 之 集 , 则 因 T 只 含有 限 多 个 失败 缚 点 ,S' 是 有 限 集 . 因 为 了 的 每 个 分 支 ， 
即 每 个 电解 释 都 使 S 不 真 ,所 以 由 命题 $.5.7 知 对 任意 的 解释 1 而 言 1 上 = 人 S 均 
不 成 立 ， 

反 过 来 , 设 S 有 一 有 限 的 基 例 集 S", S' 在 任何 解释 中 都 不 真 . 设 1* 是 S 的 任 
一 下 -解释 . 则 天 包含 7 S 的 一 个 解释 也, 因为 了 S 不成立, 所 以 上 S 不 成 
立 , 这 时 S' 中 有 C' 使 1 上 人 不成立 .因为 C 是 S 中 子 铝 C 的 基 例 ,所 以 T* 上 5 
不 成 立 . 从 而 由 1* 的 任意 性 知 S 不 可 满足 . 

例 5.5.21 设 S 如 例 5,5.14 所 述 , 则 S 有 一 有 限 的 基 例 集 

S'={P(a), =Q(f(a)), Plo) VY Q(F(a))!, 
S 在 任意 解释 1 之 下 都 不 真 .这 里 图 5.4 中 的 失败 结 点 Nj 使 S 的 子 名 P(x) 的 基 
例 P(a) 不 成 立 , Ns 使 5 的 子 句 -7Q( f(a)) 的 基 例 ( 即 它 自身 ) 不 成 立 ,最 后 ,N， 


图 5.4 
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使 $ 的 子 句 一 P(z)VYQ(CAz)) 的 基 例 一 P(e)V GCCAae)) 不 成 立 . 
习题 十 七 


1, 来 子 揣 集 5S 的 Herbrand 域 , 设 

(D) S= |P(a), Q(f(a))}; 

(ii) S= |1P(zx), RO(F(z))|: 

(ii S= {P(X VY Q(z y) R(F(r), g (BI) VP( gty))|. 

2. 设 子 向 集 S= |P{lz,y,f(x)),Q(g(y)V—R(a)|. 

(i) 写 出 号 的 个 基 原子 ; 

(ii) 号 出 S 中 子 自 的 5 个 基 例 ， 

3. 二 出 以 下 各 子 句 集 的 完全 二 丸 语 义 树 : 

(i} S= [P(r),—P(f(a))|; 

(1) $= {Pp(a), Q(8), RCcY}, 

(i) S= {P(xz), P(r)V Q(z)), QF a)). 

4. 在 上 题 中 哪些 S 有 有 限 的 封闭 语义 树 ? 画 出 这 些 树 来 ， 

5. 设 5=| 一 P(xz)YVQ(f(z),x),P(g(5)), 一 Q(y,z 首 . 找 出 SS 的 子 身 的 
有 限 个 基 例 之 集 S', 使 5" 在 任 一 解释 下 都 不 真 ， 


$5.6 Davis 与 Putnam 方法 


设 S 是 有 限 的 子 句 集 . 由 Herbrand 第 二 定理 ,为 证 明 $ 是 不 可 满足 的 ,可 找 
出 S 的 有 限 的 不 可 满足 的 基 例 集 来 . 反 过 来 , 当 $ 可 满足 时 , 找 出 S 的 不 可 满足 
的 有 限 基 例 集 的 操作 就 停 不 下 来 ,同时 也 不 能 断言 S 是 可 满足 的 ,因为 我 们 不 知 
道 究 竞 是 S 确 有 不 可 满足 的 有 限 基 例 集 只 是 我 们 尚未 技 出 呢 ,还 是 S 根本 就 没有 
有 限 的 不 可 满足 的 基 例 集 .所 以 Herbrand 方法 并 不 是 关于 S 的 不 可 满足 性 的 可 判 
定 方法 , 它 只 是 一 种 半 可 判定 方法 , 它 只 适用 于 $ 不 可 满足 的 情形 ， 

为 找 出 S 的 不 可 满足 的 有 限 基 例 集 , Gilmore 曾 提出 一 种 分 级 找寻 法 , 即 以 
Si 表示 将 S 的 Herbrand 域 中 的 中 的 元 代 人 5 的 各 子 句 中 的 变 元 处 所 得 的 基 
例 集 (= 0,1,2,…) ,试图 找 出 一 个 自然 数 N 来 使 Sy 是 不 可 满足 的 .举例 如 下 ， 

例 5.6.1 局 设 3=14(zy) 一 Atap)j 则 于 =fa.b Sia(a， 
a),A(a,b),A(b,a),A(b,6),—A(a,b)| .因为 So 含有 相反 的 文字 A(a ,5) 
与 了 Ala,6), 所 以 So 就 是 S 的 不 可 满足 的 有 限 基 例 集 . 

(说 设 S=1P(zr,f(z)), 一 P(F(y),z)|, 则 Ho=jal,S, = IP(a, fla)), 
一 以 所 ce) S81 = [Pla, f(a)), Plf(a), pa)) ,一 PUF(e) ae) 


$5,6 Devis 与 Potnam 方法 "1ll: 


=P{fla), Fla), =P fF a)), a), =P(FC Fa)), fla))!, 
S = {Pla, fa)), Plfla), ff(a)),, =zP(f(a), Ff(a)), el. 
因为 S> 中 已 出 现 相反 的 文字 对 ,所 以 S, 是 不 可 满足 的 S 的 有 限 基 合集 . 

Gilmore 曾 镜 用 计算 机 针对 一 个 子 句 集 分 别 求 So ,S$1 , S， ,…. 但 这 一 方法 
不 大 实用 ,因为 当 S 中 子 句 较 多 或 函数 符号 与 个 体 常 元 符号 较 多 时 这 种 方法 的 计 
算 量 太 大 ,后 来 Davis 与 Putmam 针对 由 这 种 基 便 组 成 的 子 句 集 提出 了 证 明 5 的 不 
可 满足 性 的 4 条 简化 方法 ， 

Davis 与 Putnam 规则 包括 ， 

规则 1 ( 重 言 式 删 去 规则 } 将 5S 中 的 重 言 式 删 去 后 得 子 句 ( 基 例 ) 集 S , 则 3 
不 可 满足 当 生 仅 当 S 不 可 满足 ， 

规则 2 ( 单 文字 规则 ) 设 S$ 含有 单子 名 的 基 例 上 ,从 5 中 删 去 含有 工 的 基 
例 , 得 一 基 例 集 S 则 

(着 S$ = 名 , 则 S 是 可 满足 的 

《iD 着 5S' 尖 性 , 从 S 的 各 子 句 中 删 去 一 上 后 得 一 基 例 集 5”, 则 S 不 可 满足 当 
生 仅 当 S" 不 可 满足 . 

规则 3 ( 纯 文字 规则 ) 称 子 句 集 S 的 某 基 例 中 出 现 的 文字 工 为 纯 文字 ,如 果 
- 工 不 在 S 的 基 例 中 出 现 . 删 去 S 中 含有 的 基 例 得 一 基 例 集 S . 设 S' 关 所 , 则 
S 不 可 满足 当 且 仅 当 S 不 可 满足 ， 

规则 4 (分 离 规则 ) 设 


S=|AVL,,An YL,B, VL, ,BY —L,R|}, (5.6.1) 
这 里 芋 与 一 上 都 不 在 A， 与 B, 中 出 现 (i =1,…, rx;j =],…,n). 设 

Si=14 A, ,RI|, (5.6.2) 

S2= 1B1,, Bs R!, (5.6.3) 


则 $ 不 可 满足 当 且 仅 当 Si 与 $, 都 不 可 满足 . 
现在 来 证 明 以 上 4 条 规则 的 合理 性 .第 1 条 规则 显然 是 成 立 的 . 以 下 证 明 规 出 
2 一 4 是 合理 的 .注意 S 中 各 子 句 均 不 会 变 元 ,所 以 说 S 可 满足 等 价 于 说 “有 解释 
三 以 及 在 了 中 的 一 个 赋值 w,w 满足 S 中 的 各 子 名 .所 以 对 任 一 基 例 C, IFC 与 
三 一 C 必 有 一 个 目 仅 有 一 个 成 立 . 
规则 2 的 合理 性 证 明 ”在 情形 (i) 时 有 
S=1L,ANL,…,A, VL!. 
内 为 二 是 文字 ,容易 作出 工 的 模型 1, 这 时 显然 1 二 S, 所 以 S 可 满足 .在 情形 (i)， 
各 二 IL,Al VL A, VL,BI V LL, , B, VL, Cl, Gl » 
S = {BY = BY aL,C,…,C,|, 
”= (Bi ,B,, C1, Ci). 
设 S 有 模型 1, 则 显然 JS .又 [三 工 , 所 以 I 上 (BV 一 L)A 工 ,从 而 fT 睹 B,{i = 
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1,… 7) 可见 芋 3 ,反对 来 , 设 5 有 模型 1, 即 上 5 .因为 文字 工 与 -7 上 均 不 
在 S 中 出 现 ,可 适当 惨 改 解释 了 为 了 使 帮 斤 5S" 自卫 LL, 这 时 了 工 就 是 S 的 模型 . 
从 而 S 可 满足 ， 

例 5.6,2 设 S=|PY 一 P,R,AVR,BYR,CY 一 中 ,一 C|, 试 证 $ 不 可 


满足 . 
证 明 (1) (PV 一 PARA(AVR)A(BY RIA(CY-— RIAEC S 
(2) RA(AYV R)A(BVYR)A(CVY- RI)A OC 规则 1 
(3) CA—C RR, 规 则 2 
(4) 口 


这 里 口 代 表 空 子 句 . 当 相 反 的 文字 对 ( 即 互补 对 ) 出 现时 ,其 合 取 自 然 为 矛盾 
式 ,我 们 简捷 地 写 出 空子 句 表 示 这 一 事实 (参看 定义 6.1.1 和 定义 6.1.2). 
规则 3 的 合理 性 证 明 设 
S={AIVL,…,An VL,B,…,B,| 
且 工 与 一 工 不 在 B1,…,B, 中 出 现 , 所 以 
S$’=|B1,…,B,}. 
设 5 可 满足 , 则 显然 S 也 可 满足 . 反 过 来 , 设 S 可 满足 ,了 是 5S 的 模型 . 因为 一 工 
不 在 S 中 出 现 , 可 设 让 - 工 , 这 时 显然 I 三 5. 
例 5.6.3 设 S=14VB,AV 一 B,CYB,CV 一 B,B, 一 Cj , 试 证 S 林 可 满 


是 ， 
证 明 (1) (AVB)A(AV-B)A(CYVB)A(CY BIABAC S 
(2) (CY B)A(CY -BIABA—C 4 ,规则 3 
(3) CA 一 C 了 ,规则 ? 
(4) 口 


规则 4 的 合理 性 证 明 设 $, Si 与 5; 分 别 如 (5.6.1) 式 , (5.6.2) 式 和 
(5.6,3) 式 所 述 ,如 果 S 有 模型 1, 则 I 厂 工 与 IF 一 上 有 一 个 日 权 有 -个 成 立 , 比 
如 设 FE 工 , 则 由 上 (BY 一 LL) 知 1B(i=1,…,n). 所 以 fF5;. 同 理 , 若 片 - 
一 工 , 则 王 S1, 可 见 若 $; 与 5S, 都 不 可 满足 , 则 5 个 可 满足 . 反 过 来 , 设 S; 有 模 
型 了, 则 因 A， 与 忆 中 均 不 含 工 和 和 一 上 ( 们 = 了 ,m57 二 1,…y 坟 ) ,可 以 设 i- 一 LL,， 
这 时 显然 I 三 S. 同 理 可 证 车 5, 有 模型 1, 则 S 也 可 满足 .可 见 当 S 个 可 满足 时 Si 
与 $; 都 不 可 满足 ， 

例 5.6.4 设 

S=IPVQ,4VPVQ,BVPVQ,CVPV->Q, 一 PVD, 一 PVDYVC， 

PY-7zDYVC,— 0 
证 明 S$ 不 可 满足 . 
证 明 注意 P 与 一 P 在 S 中 的 位 置 可 得 


5,6 Davis 与 Putnam 方法 ,113: 


$=|1Q,AVYQ,.BYQ,CY—Q,—C| 

S27={D,DYC, DVYC,—C), 
由 $1 及 规则 2 可 得 S = TC, 一 Cl ,显然 Si 不 可 满足 ,所 以 S| 不 可 满足 .由 5， 
及 规则 2 可 得 S; = 1C ,一 C| .由 Ss 不 可 满足 知 S, 不 可 满足 .所 以 由 规则 4 知 5 
不 可 满足 . 


习题 十 八 


1. 使 用 Davis 与 Putnam 方法 证 明 以 下 和 吉隆 自 集 9 可 满足 ; 

( S=jPVQR, 一 PVQ,RI 

(i S=|AV—A,B,BYC,BYVD,BYE,—BYVHI. 
以 上 各 大 写字 母 均 表 示 不 念 变 元 的 原子 公式 ， 

2. 使 用 Davis 与 Putnam 方法 证 明 以 下 各 子 自 集 S 不 可 满足 ， 

(1) S= {AVB,—AYVYB,— CV B,CVY-B|: 

(i) S={PVYA,PYB,PYC,AVB,—AVB,— CY -B,CY -Bl; 

ii) S= {P,PVYAVB,PY—EAYB,— PY BPYE CY B,JPYC 
YB|. 
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设 3 是 有 限 的 子 句 集 ,为 证 明 S 是 不 可 满足 的 ,可 以 利用 Herbrand 第 一 定理 
证 明 S 的 完全 二 义 语 义 树 有 一 个 有 限 的 封闭 语义 树 , 也 可 以 利用 Herbrand 第 二 定 
理 证 明 $ 有 一 个 有 限 的 不 可 满足 的 基 例 集 ,无 论 万 种 方法 都 涉及 S 中 子 名 的 基 例 
集 .由 于 S 中 一 个 子 句 的 基 例 是 将 该 子 句 中 的 变 元 用 Herbrand 域 
昌 = HoU HiU… 中 的 元 代 换 而 得 ,所 以 如 果 S 中 的 子 句 售 有 多 个 变 元 与 函数 符 
号 , 则 仅 用 态 ; 中 的 元 去 代 换 时 就 可 能 产生 出 大 量 的 基 例 来 . 比如 ,以 只 会 两 个 单 
于 各 的 下 述 5 为 例 ， 

S= {P(r, fOr) yg ry) zh ry 2)), Plu, v hlu), rw, lu,w), zr)!, 
则 相应 的 Herbrand 域 的 子 集 电 , 是 简单 的 ,Ho= ja 人 ,这 时 

Hi=ia,fla), glasa), aaa) kla),ila,a)l. 

由 于 S 中 的 两 个 ( 单 ) 子 句 备 含有 3 个 与 4 个 变 元 ,所 以 用 互 | 中 的 5 个 元 作 代 换 
时 各 可 产生 6 与 6 个 基 例 来 , 共 1512 个 基 例 .如 果 用 ,中 的 元 去 作 代 换 ,由 于 
Hz 中 有 300 多 个 元 ,将 产生 近 百 亿 个 基 例 来 .由 于 这 种 增长 速度 是 指数 型 的 ,所 以 
直接 应 用 Herbrand 的 两 个 定理 去 证 明 $ 的 不 可 满足 性 往往 是 难以 实现 的 . 归结 原 
理 正 是 为 克服 这 一 困难 而 提出 的 , 它 是 一 种 从 子 名 集 S 出 发 逐步 制作 出 新 的 所 亩 
归结 式 来 ,最 终 导 致 矛盾 式 的 出 现 以 完成 证 明 的 方法 , 对 于 命题 逻辑 而 言 ， 由 于 一 
个 公式 是 否 为 定理 可 在 有 限 步 之 内 判定 ,所 以 可 以 排除 在 本 章 的 讨论 之 外 ;但 为 了 
说 明 归结 原理 的 基本 思想 ,我 们 还 是 在 第 一 节 中 介绍 了 命题 演算 中 的 归结 方法 . 由 
于 谓词 演算 中 的 归结 原理 要 复杂 得 多 ,本 章 在 第 二 节 先 给 出 若干 预 备 知识 , 然 后 在 
第 三 节 中 正式 讨论 归结 方法 . 在 第 四 节 中 证 明 归结 方法 的 完备 性 定理 ,最 后 在 第 五 
节 中 介绍 一 些 简化 方法 ， 


36.1 命题 演算 中 的 归结 方法 


在 定义 5.3.1 中 曾 就 系统 图 定义 了 文字 与 子 名 等 概念 ,这 些 概 念 对 系统 上 也 
适用 ,现在 进一步 给 出 如 下 定义 ， 

定义 6.1.1 在 命题 演算 系统 L 或 谓词 演算 系统 K, 中 , 称 原子 公式 及 其 否 
定 为 文字 , 称 有 限 多 个 文字 的 析 取 为 子 旬 . 称 只 含 一 个 文字 的 子 句 为 单字 旬 . 称 不 
舍 文 字 的 子 名 为 家 子 甸 , 记 为 口 .不 是 空子 名 的 子 句 岂 非 空子 铝 . 又 称 原子 公式 和 
它 的 否定 式 为 互补 的 文字 . 


. 人 6.1 命题 演算 中 的 归结 方法 ”1 


定义 6.1.2 (命题 演算 中 的 归结 原理 ) 设 Cl 和 C? 是 两 个 子 句 .如 果 C1 中 
有 一 个 析 取 项 L! 与 C; 中 的 某 析 取 项 L, 互补 , 则 分 别 从 C1 与 Cs 中 消去 工 1 与 
L2, 得 到 两 个 较 简单 的 子 名 C1 与 C2 , 称 CU VC 为 Ci 与 C 的 归结 式 ,这 里 约 
定 UVCz=Ce YOD= C0,ODVYDO=[0O, 

例 6.1.3 们 设 CC=piV 一 poYV p30C2= DV 刀 , 则 由 Ci 中 的 -zp 与 CC 
中 的 p;2 互补 知 C 与 C; 的 归结 式 为 pV ps. 

(让 设 C= pV pa pa C= pa VN =p3sN priV pyV—ps5piy- 
Pa py 都 是 Ci 与 C; 的 归结 式 ,它们 都 是 重 言 式 . 

(i 和 设 C=p1Y 一 pa ps3,C2= 志 , 则 Ci 与 C2 的 归结 式 为 py paV 口 = 
piv ta， 

(iv 设 Ci = 一 总 = 加, 则 品 与 C; 的 归结 式 为 口 ]， 

由 定义 6.1.2 立即 得 出 下 面 的 命题 ， 

俞 题 6.1.4 设 Ci 与 C, 是 二 非 空 子 句 ,C 是 Ci 与 CG; 的 归结 式 , 则 以 下 和 名 
条 彼此 等 价 : 

{i) C=0; 

(让 C1 与 Cs 是 互补 的 文字 ， 

(ii) CA Cs 是 矛盾 式 ， 

二 子 名 Ci 与 C2 和 它们 的 归结 式 C 的 一 - 般 关系 如 下 ; 

命题 6.1.5 设 Ci 与 C? 是 二 非 空子 句 ,C 是 Ci 与 C, 的 归结 式 , 则 当 为 
非 空 字 甸 时 Ci A Cy*C 是 重 言 式 . 

证 明 由 定义 6.1.2 知 Ci,G 与 C 可 分 别 写 为 C1' VY LC Y 一 L 与 
CL VY Cz . 先 设 C7 与 C 都 不 是 空子 句 . 任 取 赋 值 u-€ 0, 设 v(CiAC)=1, 则 由 
vz 保 运算 A ,V 和 一 得 

(vu(CIOOVo LOACv CY (I~ vo(L)))=1. 

从 而 CO Vv(L)=v(C2)Y (1-w(L))=1. 若 v(tC = wv(Cy) =0, 则 
v(L)=1 一 vw{L), 却 2w(L)=1. 此 式 显 然 不 能 成 立 所 以 v(t ) 与 vlC, ) 至 少 
有 一 个 为 1, 从 而 z(C)=w(Cy)V wv(Cs)=1. 由 vw 的 任意 性 知 CiAC>C 为 
重 言 式 .如 时 C;' 与 Cy 中 有 一 个 为 空子 句 ,比如 C) = 口 , 则 Ci C=LA(C,Y 
了 1)=(LACAVCLA 一 LLAC .这 时 人 C=C ,所 以 CAC—>C=LA 
C2 一 0? 显然 是 重 言 式 .由 C 为 非 空子 句 知 C) 与 Cy 不 可 能 全 为 空子 名 ， 所 以 命 
题 6.1.5 成 立 ， 

注 6.1.6 (Gi) 如 果 约 定 当 Cl A C 为 矛盾 武 时 CAC2 > 口 为 重 言 式 , 则 上 
述 命题 中 也 可 不 要 求 归结 式 C 为 非 空子 句 . 

(ii) 上 述 命题 在 谓词 演算 系统 中 也 成 立 ,并 可 表述 为 “CA C,->C 是 逻辑 有 
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效 公式 ” ,这 是 因为 工 中 重 言 式 的 代 换 实例 在 Ks 中 是 逻辑 有 效 的 , 其 实 从 命题 
6.1.5 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ,车 了 是 CiA C, 的 模型 , 则 了 也 是 C 的 模型 ,特别 是 如 
果 CC 不 可 满足 , 则 Ci A C; 不 可 满足 , 即 | ,Ci 不 可 满足 . 

(iii) 相反 的 蕴涵 式 C 一 Ci A C2 不 必 为 重 言 式 , 即 , CA Cs 与 C 不 必 是 逻辑 
等 价 的 . 比如, 设 Ci 与 C: 如 例 6.1.3(ii) 所 述 , 则 C1A Css pyA (ply p3),C= 
PY ps3; 这 时 piV pa 阅 py 信 (piY ps) 显 然 不 是 重 言 式 ,这 一 点 从 取 赋 值 使 
vp1)=vtp3)=1 且 vw(ps)=0 可 立即 着 出 ， 

定义 6.1,7 设 5 是 非 空子 句 集 ,C 是 一 个 子 句 ,从 5 到 C 的 归结 推理 是 一 
个 子 甸 的 有 限 序列 C1,…, C, ,这 里 C= C, 且 对 每 个 i<<n ,CE S 或 存在 j,k<i 
使 C, 是 G 与 G; 的 归结 式 .从 S 到 空子 句 口 的 归结 推理 叫 S 的 证 阴 . 

例 6.1.8 设 S=ipVaVr,zpVg,pY 一 g, 一 pV 一 gygV 一 r|, 则 以 下 
是 S 的 一 个 证 明 ; 

(1) p¥Yavr 

(2) =pY¥g 

《3 p¥Y—g 

(4) py¥—g 

(35) og VY —r 

(6) aVr (1),(2 

(7) g (5),(6) 

(8) 一 9 (3),(4) 

(9) 口 ] (7), (8) 

本 例 中 S 有 一 有 限 封 闭 诸 义 树 如 图 6.1. 


nD on 


命题 6.1.9 (命题 逻辑 中 归结 原理 的 完备 性 定理 ) 子 句 集 S 不 可 满足 当 且 
仅 当 S 有 一 个 归结 证 明 . 

证 明 设 S 可 满足 , 则 S 有 模型 7. 由 命题 6.1.5 知 当 ! 满足 两 个 子 铝 时 也 满 
是 它们 的 归结 式 .因为 [满足 5 中 的 每 个 子 名 ,是 [不 满足 空子 句 口 ,所 以 从 S 不 
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能 归结 出 空子 句 口 来 , 即 ,S 没有 证 明 ， 

肥 过 来 , 设 $ 不 可 满足 , 则 由 Herbrand 定理 知 $ 有 一 个 有 限 封闭 语义 树 了、 
任 取 了 中 两 个 相 邻 的 失败 结 点 N 与 N,, 以 N 记 与 Ni, N; 相 令 的 上 方 结 点 , 设 
虐 根 起 向 下 到 N 的 各 边 上 的 文字 ( 即 , 原 子 命题 p, 或 其 否定 一 pp ) 依 次 为 m1， 
m29 944; 则 从 根 起 到 Ni 与 Nj 的 各 边 上 的 文字 分 别 依 次 为 

721 2 + 各 7 了 

因为 N 不 是 失败 结 点 ,所 以 3 中 有 二 子 名 CC 与 ;分别 关于 NN| 与 N,; 为 假 但 关 
于 NN 都 为 真 ,可 见 CI 与 C, 分 别 具 有 形式 

C= pe Ve Vm i 

C2= my VN mV ms SEEN, 
这 时 Ci 与 Cy 有 一 归结 式 

C= (Vm)V (Vm,), z 

把 C 添加 到 S 中 去 , 则 由 S 不 可 满足 知 SU1C| 也 不 可 满足 . 设 e = max|is, fi}, 
则 由 了 的 根 出 发 经 过 边 41, m2 ,… ,sm。(e 志 nn) 所 到 的 结 点 N* 已 经 使 C 为 假 了 . 
从 了 中 删 去 N "以 下 的 部 分 可 得 一 比 了 真 小 的 树 人 .是 SUiCi 的 封闭 语义 
树 ,因为 的 每 个 叶子 都 使 SU fC} 中 的 某 个 子 句 为 假 .以 T" 作 为 了 再 作 如 上 处 
理 ,可 由 SU1Cl 得 出 一 个 归结 式 C, 使 SU 1C,CI 有 结 点 比 TT 更 少 的 封闭 语义 
树 本 .以 此 类 推 最 终 可 得 一 仅 含 三 个 结 点 的 语义 树 To , 它 除根 之 外 有 两 个 失败 结 
点 , 设 相应 的 两 条 边 上 的 文字 分 别 为 p 与 一 p, 则 由 p 与 一 ”就 归结 出 口 . 所 以 S 
有 一 个 归结 证 明 ， 


$6.2 置换 与 合 一 


前 面 曾 说 过 ,谓词 演算 中 的 归结 方法 比 命题 演算 中 的 归结 方法 要 复杂 得 多 ,这 
是 因为 在 Ky 中 原子 公式 还 有 内 部 结构 , 其 中 可 以 出 现 变 元 、 个 体 常 元 和 函数 符 
号 ,这 时 相应 的 归结 原理 与 变 元 的 代 换 有 关 , 远 比 定义 6.1.2 中 的 情形 复杂 , 本 节 
先 为 这 种 一 般 的 归结 原理 作 好 概念 上 的 准备 ， 


$6.2.1 置 换 


定义 6.2,1 设 多 是 一 阶 语言 , zl,…, zx 是 不 同 的 变 元 ,如 ,…,! 是 项 ,是 
三 天 古人 = 有), 则 

(中 称 8= | rr ， tn /tn | 为 量 换 (substitution}); 

(1) 当 n=0, 妈 6 为 空 集 时 称 68 为 室 置换 记 为 e; 
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(ii) 如 果 对 每 个 i 所 nn ,ti€ 量 ,这 里 玉 是 中 某 子 名 集 S 的 Herbrand 域 , 则 
称 二 为 基 项 (ground term) , 称 9 为 基 置 换 (ground substitution). 

定义 56.2,2 设 妆 是 一 阶 语言 ,EE 是 中 的 项 或 请 是 原子 公式 , 则 称 下 为 囊 
达 式 . 设 9 二 1/z1,… ,tAzs| 是 置换 ,把 EE 中 属于 |zl zs 的 变 元 Ti TE 
分 别 用 ti ,…, 去 代 换 , 将 所 得 结果 记 为 E69, 称 为 的 经 重 换 8 所 得 的 例 ,简称 
为 玉 的 例 (instance). 当 868=s 时 约定 Fe=E, 

例 6.2.3 (让 设 E=f(x,g{y),2),0= {a/r,z/y,6/z1, 则 E90= f(a, 
p(z),0), 

(0 设 玉 = Qtr, f(y),g(z)),8=| fla)/zx,b/y,h(c)/z|, 则 8 是 莫 置换 ， 
Ed=Q(fF(a), f(6), g(th(e))). 

(ii) 设 记 间 (ii) ,8= f(a)/xi, 则 E86=Q(f(a), f(y),g(z)). 叉 ,车 8= 
faAu,b/ol, 则 E86= 上 .车 8=&, 则 也 有 Ee = 上 . 

定义 6.2.4 设 8= jz 加 Lzal 与 = | ya | 是 两 个 置 
换 . 令 

EL AAA 
在 中 删 去 以 下 的 元 ， 
(者 硫 =z;, 则 删 去 tA/x (li); 
(ii) 若 yE Ez1,…, x。 上, 则 删 去 ud/y, (lim). 
以 8.4 记 所 得 之 集 , 称 9 为 9 与 4 的 复合 生 换 . 

注 6.2.5 上 述 复合 阐 换 的 定义 是 自然 的 :{i) 置换 8 把 x 换 为 1;,z, 中 可 能 
人 富有 {ys,…, yn 中 的 变 元 ,再 经 置换 4 把 z, 换 为 1, 所 以 最 终 9。4 把 xz; 换 为 14. 
这 正 是 复合 的 特征 所 在 , (ii) 上 述 定 义 中 的 第 1 条 删除 反映 了 “ 删 去 无 用 代 换 ”的 
原则 ,因为 zl ,…, 中 可 能 含有 变 元 x; ,所 以 i 三 ,是 可 能 的 ,这 时 形 如 AT 
的 代 换 是 无 用 的 ,应 当 删 去 ,iiy 上 述 定义 中 的 第 2 条 删除 体现 了 “ 先 人 为 主 " 的 原 
则 .比如 , 设 y= zx,, 则 因 置换 9 在 前 ,这 时 zx; 已 经 被 t 所 代 换 ,就 不 能 再 把 Ly 
( 即 31) 换 为 wl 了 ,所 以 要 删 去 由 /yy 对 于 不 属于 | xz] ,… ,zx, | 的 那些 区 而 言 , 代 
换 w/y, 是 后 继 置换 4 提出 的 要 求 ,自然 应 当 保留 于 E 之 中 . (jv) 读 者 可 自行 证 明 
(EG)A=E(02). 

例 6.2.6 ) 设 9= {f(y) /zz/yl ,2 =)a/r,b7y,y/zl, 则 &= | f(y)A/z, 
/ys aT /yy yA! [f(D)/z,y/y,a/x,6/y,y/zx|. 按 定义 6,2.4 中 的 第 1 
条 删除 要 求 , 应 当 把 y/y 删 去 , 按 第 二 条 删除 要 求 ,应 当 把 a/z,57y 删 去 ,所 以 
8°A=|f(6)/r, y/z!. 

i) 设 8 与 4 同 (i) ,p= fg(z)/y,y/z|, 这 里 g(z) 关 z, 则 

(OA) n= HF (Bb) /ry/zhe g(x) /yy/r}l=1f(B) /zr,g(2) /zg (2)/y!. 
这 时 
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A°= la/rsb/y vy/eh og(z)/y, yA/rl= alr b/y, g(r2)/z), 
所 以 
BolAen)= {fty) /rz /yl Na/r,b/y, glz) /2 
= {f(b)/r,g(z)/y, g(r)/z|, 
可 见 (go = 0o(AeD). 
命题 6.2.7 置换 的 复合 运算 满足 结合 律 , 即 , 设 09, ,? 是 任意 的 置换 , 则 


(Gea) n= 0 Ae), (6.2.1) 
证 明 设 
日 = | 和 Zr 
和 = {un/y nya Y= yl, ym ?> (6.2.2) 
7= {v/v ve/ ze), Z= {zi 
再 设 


Xo= |z lrA= x,, rEX}. 
则 由 定义 6.2.4 和 {6.2.2) 式 得 
O04= {iA /rl rEX Xo Ulw/y yeEY-X|. (6.2.3) 
注意 (六 -Xo CY 一 久 ) = (XUY 了 ) 一 名 ,由 (6.2.2) 式 和 (6.2.3) 式 得 
(O°A)* n= [EA) 0/7, | (tA) nz, xt EX— Nol 
U ly/y,| uy yy EY - XIU |v/z, | z, XUYIU lo/z, | z,E Xol. 
(6,2,4) 
类 似 地 ,由 (6.2.2) 式 得 
hn= un/y | un yy E YIU lv, /z, | zt Y|, (6.2.5) 
再 由 (6.2.2} 式 与 (6.2.$) 式 得 
BotAe nN) = {uaen) /re tA pF, x EX! 
U luwy, | WN EY— XIU |v/z |z XUYI| 
= {An) /ri iA EL, EX Xol 
Uae | 二 (用 天 二 EX 
Ulun/y | wn ywEY -XIU iu/z, |z, EXUY|. (6.2.6) 
比较 (6.2.4) 式 与 (6.2.6) 式 及 下 夯 黑 线 的 部 分 可 知 ,为 证 明 (6.2.1) 式 成 立 , 只 需 
证 明 
(i) (A)7= (4:7), 这 里 z 是 了 Y 中 的 任 一 项 ， 
(iD fo /| 2,€E Xol = {asn) /rs | tA DEL TE Kol. 
先 来 让 明 (i) . 设 上 是 多 中 的 个 体 常 元 a 或 + 是 & 中 的 变 元 日 此 变 元 不 属于 YU 
2Z, 则 (2)y=2=t(ae). 车 1=y, 则 纺 三 本, 这 时 (六 )7= wy. 由 (6.2.5) 式 知 如 
果 209 天 攻 , 则 区 As 人 = wn; 如 果 wD 二 让, 则 yy 不 在 1*7 中 各 斜 杠 下 出 现 ,从 而 
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仍 有 (A420) 二 (XA) = 二 wy. 设 对 于 不 超过 级 的 项 (参看 定 羡 4.5.1) 已 证 
明 () 成 立 , 今 1 = 了 ft),t1，… ,ti 是 不 超过 # 级 的 项 , 且 共 中 至 少 有 一 
级 项 , 则 由 定义 6.2.2 知 
CA)p=f as tA n= FFA (tA = Ap) tae n)) 
= f(t (A np) = A n). 

即 (六 )y 二 (A 对 n+1 级 项 志 成 立 .这 就 证 明了 (i) . 

(说 设 EW0; 则 2 坊 = x, 所 以 由 (说 知 

Aon/ | tA DF ri rE Kol = | a) px; | 1A) pF;, 4, E Xol 

= zag/ | ri TE Xol. (6.2.7) 

由 zy 天 必 知 x; 名 Z, 因 为 反之 将 有 X= Xi, 设 z= z,, 则 Xn 二 全 ,所 以 由 
(6.2.7) 式 得 

(和 及 Za 二 (四 天 rrE Kol = | en/zi| tr ,x E Xo 

= {vu /z, | 2,€ Xo}, 

这 就 证 明了 (ii) . 


$6,2.2 合 -一 


定义 6.2.8 设 | ，…, EE,| 是 一 组 表达 式 ,9 是 一 个 置换 .如 果 本 9，…= 
E 必 , 则 称 |E;,… ,上 ,|} 是 可 合 一 的 (unifiable) , 称 9 为 {FE1,… ,EE,| 的 合 一 置 模式 合 
一 化 子 (unifier) ， 

例 6.2.9 中 设 E=Plr,y), Er=P(a, f(z)). 令 0= {a/r, f(h( nu))/y, 
h(au)/z|, 则 Ei4=P{a, flh(u))), E90=P(a, f(h(n))). 因为 E68=E9, 所 
以 8 是 Ei 与; 的 合 一 化 子 ， 

(ii 设 疡 | 与 忆 : 同上 ,= jaxz ,As)vyi 出 Ego= Pia, F(z) = Eg, 所 以 
5 也 是 五 ; 与 6, 的 合 一 化 子 ， 

在 上 便 中 给 出 了 1 五; ,EE,| 的 两 个 合 一 化 子 8 与 ,显然 v 比 9 简单 , 且 易 验证 
如 三 了 ,这 里 和 = lh(w)/z|. 

定义 6,2.10 设 玉 =|E1,…,EE,| 是 表达 式 之 集 ,o 是 其 合 一 化 子 ,如 果 对 
殉 的 任 一 合 一 化 子 , 存 在 相应 的 置换 4 鸽 9= oa , 则 称 a 为 W 的 最 一 般 合 一 年 
换 或 最 一 般 合 一 化 子 .简称 sz 为 W 的 mgu( 即 most general unifier 的 缩写 )， 

设 下 是 一 个 表达 式 , 比 如 EE= f(z,y,gtz)), 则 玉 中 含有 将 的 符 导 表 中 的 
11 个 符号 .从 左 到 右 的 第 一 个 符号 为 了 /其 次 为 (,…, 最 后 为 ). 以 下 把 玉 从 左 到 右 
的 第 个 符号 简称 为 FE 的 第 个 符号 .如 ,天 的 第 5 个 符号 为 y, 第 7 个 符号 为 g 
等 . 

命题 6.2.11 设 已 与 E2 是 二 不 同 的 表达 式 , 则 E 与 E。 中 序号 最 小 的 一 
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对 不 同 符号 不 可 能 是 括号 或 逗号 ,只 能 是 变 元 符号 .个 体 常 元 符号 .函数 符号 或 渭 
词 符号 ,上 且 户 词 符号 只 能 出 现 于 第 一 对 符号 之 中 ， 

证 明 以 Ei 与 开 是 项 的 情形 为 例 进 行 证 明 . 若 EE 与 E; 都 是 1 级 项 , 则 下 ， 
与 FE: 是 变 元 符号 或 个 体 常 元 符号 ,命题 中 的 结论 自然 成 立 , 设 当 玉 | 与 ,是 不 起 
过 去 级 的 项 时 结论 成 立 , 今 Ei 与 上 中 至 少 有 一 个 +1 级 项 .不 妨 设 El = 
(515m) .如果 f 关 g, 则 结论 成 立 , 设 f=g, 则 n= mm, 
三 f(s14' ,5m). 由 上 1 关 Ez 知 有 i 所 wn 使 二 闫 si. 取 第 一 对 不 同 的 (4.,s;), 这 时 1 
与 5% 中 第 一 对 不 同 的 符号 就 是 Ei 与 已 的 第 一 对 不 周 的 符号 .由 归纳 假设 知 这 一 
对 符号 不 是 括号 或 辟 导 ,因为 谓词 符号 只 能 是 第 一 个 符号 ,所 以 ,当下 , 与 E, 是 原 
子 公式 时 ,容易 转化 为 以 上 情形 完成 证 明 ， 

定义 6.2.12 设 印 = 和 有,Es| 是 表达 式 之 集 , 且 各 巨 的 前 上 -1 个 符号 
都 相间 (i=1,…,n). 但 有 EE; 与 E,, 其 第 个 符号 不 同 (1<<i,j 坟 4). 令 ED 的 意 
义 如 下 : 当 EE 的 第 个 符号 是 变 元 或 常 元 或 谓词 符号 时 , E54 就 表示 该 符号 , 当 
上 局 的 第 个 符号 是 函数 符号 时 ,五 (全 表示 以 该 函数 符号 开头 的 项 . 称 了 = 
| 王后 上 =1… 寺 为 砍 的 不 一 致 集 .由 命题 6.2.11 知 不 一 致 集中 的 元 为 项 或 谓 
词 符号 . 

例 6.2.13 (1) 设 El=fz,y,g(z)), Ey= f(z,a,u), 则 Ei 与 F, 的 不 一 
致 集 刀 = 1y,al. 

【这 设 矶 =PUAz)z》E2=Plaz),Bs=P(g(y) (xz)), 则 | 瑟 ，E， 
Es 的 不 一 致 集 D= {f(y,z),a,g(y)|. 

(ii) 设 疡 ;= PUzyyyz), 开 = Q(z,y), 赠 Ej 与 五 的 不 一 致 集 DD= |P， 
Q|. 


$6.2.3 mgu 算 法 


下 面 介绍 计算 到 = 和,…, EE,| 的 mgu 或 证 明 多 不 可 合 一 的 算法 .其 基本 思 
想 是 :从 左 到 右 逐 步 台 一 直至 完全 合 一 ,如 果 到 某 一 步 无 法 合 一 ,就 表明 玉 是 不 
可 合 一 的 . 

定义 6.2.14 (megu 算 法) 设 厂 = FE1,…, ,1 是 表达 式 之 集 . 

第 一 步 : 设 =0, 令 到 = W,g,=e, 

第 一 步 ; 若 Wi 中 只 含 一 个 表达 式 ,停止 ,这 时 a 是 家 的 mgu. 否则 就 乒 出 
Wi 的 不 一 致 集 闹 ;. 

第 二 步 : 若 甩 中 有 一 个 变 元 x 以 及 不 包含 x; 的 项 到 ; 则 转 入 第 四 步 ,否则 停 
止 ,WW 不 可 合 一 ， 
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第 四 步 : 设 t= 08°1 /zr Werl= Weit/zei( 易 证 Wet1= Wo +1)， 

人 步 . 

例 6.2.15 (i) 设 = {Ei, Fl, 所 1 = flz, yg(y)), Fs= fa, b,ce), 出 
Wo= W,ao= €, De. alsar= ou la/rl, Wi= Woor = {f(a,y,g(y)), 
flab ol Di= 1y, ba = 0 16/y), Wo= Wie lb/yt = 1f(a,b,g(b)), 
2b ,cl,DD=fg(b) ,ri. 因 为 DD; 中 不 会计 元 ,所 以 玉 不 可 合 一 . 

(让 设 W=1P(r,ya,f(gtr))), Po, fF(v),z, fF(u))|, 则 

1° Wo= W,o0=e, De= {zx,b). 

2 =o0 Nb/rl, Wi= Wortb/zt=1P(b, y,a, f(g(6))), P(b, flv), x, 
FuD ,DI=iy,f(v)}. 

3 02=00 fv) /yl, Wo= Wie {flv) /yl = {P06, flv),a, f(g(b))), 
Pib, Fv),z, fu))|, Dj ae 

4 03=0° a/z!, Wa= Wla/z|=1P(6, ftv),a, f(g(b))), PCb, 
f (wv),a,f(u))!, D3= te(b),ul, 

了 oa™ o3° glb) /us, Wa Waelgtb) /ut = {Pb, flv),a, gb)) 
因为 Wa 只 会 一 个 表达 式 ,所 以 玉 是 可 合 一 的 ,W 的 mgu 是 

04 =03° lg(b) /ul = = 0 |b/rle fv0) /yl la/zle fg(b) /ul 
= iB/r, fv) /ya/z,g(h)/u}. 

命题 6.2.16 (mgu 算 法 的 合理 性 定理 ) 设 克 = | 玉 ,,…, EE, | 是 可 合 一 的 表 
达 式 之 集 (mn 之 1), 则 mgu 算法 停止 于 第 二 步 ,上 且 相 应 的 mw 是 W 的 mgu， 

证 明 设 0 是 多 的 任 一 合 一 化 子 ,我 们 证 明 对 每 个 o ,都 有 相应 的 置换 站 使 

d=0°A, k=0,1,-…. (6.2.8) 
事实 上 , 当 k=0 时 令 入 =9, 则 由 oo=s 知 (6.2.8) 式 成 立 . 设 已 证 当 0<4 志 mw 时 
存在 使 (6.2.8) 式 成 立 .如 果 Wo,, 已 合 一 为 一 个 表达 式 , 则 megu 算法 停止 于 第 
二 步 , 且 由 (6.2.8) 式 知 a 是 仿 的 mgu. 如果 Wi 会 多 于 一 个 表达 式 且 其 不 一 至 
集 为 DD, , 则 因 8= oo 是 他 的 合 一 化 子 ,2 是 Wa, 的 合 一 化 子 , 即 ,1， 是 万 
的 合 一 化 于 .这 时 DD,, 中 必 有 一 变 元 zx， 及 不 含 此 变 元 的 项 im, 这 是 因为 任何 置换 
都 无 法 使 不 含 变 元 的 不 一 致 集合 一 ,也 不 能 使 同时 含有 zm 以 及 以 二 为 变 元 的 比 
zm 复杂 的 项 合 一 .所 以 mgu 算法 不 会 停止 于 第 三 步 , 由 4 是 站, 的 合 一 化 子 知 
ZnAm = Emm ,由 第 四 步 ,oj = oot /zi}. 令 


入 mi + 二 由 一 fhm/ Ta. (6.2.9) 
由 zw 不 在 i 中 出 现 和 (6.2.9) 式 知 
thm t= tam — lem /Xml) = fA,. 《6.2.10) 


又 ,因为 im 中 只 能 有 一 个 分 母 为 zw 的 元 ,所 以 ,1 不 涉及 对 变 元 x， 的 代 换 .所 
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以 由 (6.2.10) 式 与 (6.2.9) 式 得 
bin /rm | "Am+l = fA] /Tm | U Am+l 
= Ftdn/ zm} U CAm — Timdm/ Tm}) = A 
那么 由 命题 6.2.7 得 
d= or 
一 (gm ? [i /rm { ) ?Am+l = Tm+tl © Am+ls 

即 (6.2.8) 式 对 上 = mm +1 成 立 .所 以 (6.2.8) 式 对 一 切 二 都 成 立 . 以 上 已 证 当 全 
可 合 一 时 mgu 算法 不 会 停止 于 第 三 步 ,所 以 它 对 于 某 个 停止 于 第 二 步 , 这 个 a 
就 是 全 的 mgu. 

注 6,2,17 设 W=1zP1,…, 一 P| ,这 里 为 原子 公式 (i =1,…,n). 如 果 
Pi,…, 忆 1 可 合 一 为 ,我们 也 称 克 可 合 一 , 且 合 一 为 一 ,同时 也 称 |P,,…， 
Pi 的 mgu 为 W 的 mgu. 


36.3 谓词 演算 中 的 归结 原理 


设 4 是 任 一 闭 公 式 ,S=1C1,…,C,| 是 A 的 子 句 集 . 由 命题 5.3.4 知 ,为 证 
明 A 是 矛盾 式 必 须 而 且 只 需 证 明 S 不 可 满足 . 归结 原理 就 是 证 明 S 不 可 满足 的 
一 种 有 效 方法 .不 过 在 作 归 结 之 前 先 要 把 S 整理 好 , 即 , 假 定 C1,…,C, 中 不 含 相 
辐 的 变 元 .前 面 在 进行 Skolem 变形 时 已 经 申明 过 这 一 点 (参看 注 5.3.3). 叉 ,在 未 
对 两 个 子 句 C; 与 G; 进行 归结 之 前 ,往往 需要 分 别 把 C， 与 C 自身 先 整理 得 简单 
一 些 . 这 就 是 下 面 引 人 子 句 的 因子 的 原因 所 在 . 


$6.3.1 二 元 归结 式 与 归结 式 


定义 6,3.1 设 C 是 子 句 ,e 是 C 中 不 少 于 两 个 文字 的 mgu, 则 称 Cz 为 C 的 
因子 .如 果 Cs 是 单子 句 , 即 ,o 是 C 中 所 有 文字 之 集 的 mgu, 则 称 Co 为 C 的 单位 
因子 . 

例 6.3.2 (i) 设 C= Ptrz)VP(FCY) VY Q(z)V 一 R(y), 则 CC 的 前 两 个 文 
字 可 合 一 ,相应 的 mgu 为 = |f{y)/r| ,这 时 Cr= POAF(OyYD VY QIFOyN YY 
一 R(ty) 是 C 的 因子 . 

(ti 设 C=P(z)VPOy)VP(CADD), 令 = | f(b) /zr,b/y|, 则 Co = 
P(f(5)) 是 CC 的 单位 因子 . 

定义 6.3.3 设 C 与 C 〇 是 不 售 相 同 变 元 的 两 个 于 句 {( 父 叶子 名 )， 分 别 含 有 
文字 工 与 La , 且 工 ; 与 一 L: 有 meu 5, 则 称 
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(Co— Lo)YV (C0 — L20) 
为 CI 与 C2 的 二 元 归结 式 , 工 ! 与 Ly 则 被 消去 文字 ,这 里 Ca ~ Lx 指 在 Cs 中 删 
去 析 取 项 Lg 所 得 之 子 句 (i =1,2). 

例 6.3.4 仆 设 Ci=Plz)V Q(z),Cy= 一 P(f(z))Y R(x), 则 无 法 直接 
求 Cl 与 C 的 二 元 归结 式 , 因 为 二 者 含有 相同 变 元 ,这 时 可 将 C; 换 为 C= 
-PCfFCY)D VY ROY, 令 Li=P(z),L2 = 一 P(f(y)), 则 工 | 与 一 L 有 mgu ec= 
HF{y)Az]| ;所 以 Gi 与 Cs 的 二 元 归结 式 为 

(Cig ~ Lo) ¥ (C20 ~ L20) 
= (PLf(Y)D) VY QFCY)) - POFCYD) VY (PAY R(y) -=P(F(Yy))) 
= 和 UFJ VY Rly), 
这 时 P(x) 与 -rP(f(y)) 是 被 消去 文字 . 

(让 设 Ci 与 C2 同上 ,把 Ci 改 为 C1=P(y)V Q(y), 则 可 求 得 与 C 的 
二 元 归结 起 为 Q(f(zx))YV R(x). 

(让) 催 Ci=P(lz)V Q(z) ,C=P(f(CzNDYR(Gz), 则 CC 与 C2 没有 二 元 归 
结 式 . 

(iy) 设 Ci=P(z)Y Q(z),Cy= 一 P(x)Y R(x), 则 人 与 Cs 含有 相同 恋 
元 ,但 无 须 改变 Ci 或 Cs 中 的 变 元 ,可 直接 得 出 Ci 与 C; 的 二 元 归结 式 Q(z)Y 
R(x). 

定义 6.3.5 设 Ci 与 C; 是 二 子 名 , 旭 由 以 下 方法 所 得 的 子 名 都 时 C 与 C, 
的 归结 式 ,Cj 与 C, 叫 父 辈子 句 ， 

(Ci 与 C2 的 二 元 归结 式 ; 

Qi) C 与 Cy 的 因子 的 二 元 归结 式 ; 

(年 ) C1 的 因子 与 GC 的 二 元 归结 式 ; 

(iv) Ci 的 因子 与 C2 的 因子 的 二 元 归结 式 . 

例 6.3.6 介 设 Ci=P(z)VP(Po))VPOODV 一 QUz)VR(y) C= 
了 了 P(A))VY Q(v), 则 Cl 有 一 因子 为 PCFC8)) VY -z-Q(F(B))V RD 此 因子 
写 CG 的 二 元 归结 式 为 一 Q(f(2)) VY Q(v) VR(5). 这 就 是 C 与 Cs 的 归结 式 ， 

《过 俊 Cs 为 (i) 中 的 归结 式 一 Q(f(5))V Q(v) YR(5), C= 一 R(xz), 则 
C3 与 C4 的 归结 式 就 是 它们 的 二 元 归结 式 , 为 Q(B))V Q(o) . 

《 语 ) 设 Cs 为 (ii) 中 的 归结 式 一 Q(f(5))Y Q(5) ,Cs 为 Q(f(y)), 则 Cs 与 
Cs 的 归结 式 为 Q(wv) . 


Gy 设 Cy=Q(v),Ce= 一 Q(a), 则 CC; 与 Cs 的 归结 式 为 口 
$6.3.2 归结 证 明 


定义 6.1.7 也 适用 于 谓词 演算 ,下 面 的 定义 讲 得 更 细致 _- 些 ， 
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定义 6.3.7 设 5={Ci,*…,C,| 是 子 句 集 , 称 5S 中 的 子 句 为 9 的 0- 级 归结 
推论 . 设 $ 的 不 超过 站 一 级 的 归结 推论 已 定义 ,C "是 S 的 两 个 不 超过 上 一 级 的 归 
结 推论 ( 且 其 中 至 少 有 一 个 为 -级 归结 推论 ) 的 归结 式 , 则 称 C" 为 S 的 
(+1) -级 归结 推论 (=0,1,…). 从 5 到 其 -级 归结 推论 C* 的 过 程 叫 从 S 
到 C "的 归结 推理 ,从 $ 到 口 的 归结 推理 叫 § 的 归结 证 明 , 简 称 为 8 的 证 阴 . 
例 56.3.8 设 S=|Cl,Cz,GC4,Ce,Csl, 这 里 CC,…,Cs 如 例 6,3,6 所 示 , 则 
(CG 是 5S 的 1- 级 归结 推论 ,Cs 与 C; 分别 是 S 的 2- 级 与 3- 级 归结 推 
论 . 
(0 口 是 S 的 4 级 归结 推论 ,从 5 到 口 的 归结 准 理 是 $ 的 一 个 归结 证 明 . 
在 后 面 要 讲 的 归结 原理 的 完备 性 表明 ;S$ 不 可 满足 当 且 仅 当 S 有 一 个 归结 证 
明 . 我 们 先 来 看 一 些 归 结 证 明 的 例子 . 
例 6.3.9 介 设 S=|[ 一 MIz)VD(z) MI 一 DOe), 试 写 出 8 的 一 个 
证 明 . 


解 (和 一 M(z)VD(z) 5 
(2) M{(u) 5 
(3) —D(u) S 
(4) Don) (1),(2) 归 结 
(5) 口 (3), (4) 归 结 


国 设 S=| 一 COz)VYR(z) 一 Cr)VROr Cla), Q(a), Qtr}Y 
一 R(x)|, 试 写 出 S 的 一 个 证 明 . 


解 (1) 一 C(z)V Wt(z) S 
(2) C(x)V R(z) 与 
(3) Cla) S 
(4) Q(a) S 
(5) Q(x VR(r) 站 
(6) R(a) (2),(3) 归 缚 
(7) =R(a) (4),(5) 轨 结 
(8) 口 (6), (7) 归 结 


《这 设 S=|P(a), DO VL (a,y), P(r)Y QOy) Vo L(t, y), 
D(5),Q(5) ji, 试 写 出 S 的 一 个 证 明 . 

解 (1) P(a) 

(2) ~D(y) YL(a,y) 

(3) P(r) VY 7Q( yy) YoL(r,y) 

(4) Dp) 

(5) QE) 


nn mm mn 
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(6) —Q(Y VY —L(a,y) (1),(3) 归 结 
(7) L(a,b) (2),(4) 归 结 
(8) 一 外 人) (6),(7) 归 结 
(97 口 (5),(8) 归 和 结 
(iv) 设 


SS=|j 一 At(z)VBz)VCCFzD A(T)IY Bl(TOV QUr, fr), Ala), 
Pla),—Qta, y) VY Py), P(r VB(r), P(r)Y = C(x)|, 
斌 写 出 $ 的 一 个 证 明 ， 


解 (1) 一 A(z)V B(x)VC(F(z)) 5 
(2) Al) VB(r}V Q(z, f(x)) S 
(3) A(a) S 
(4) Pla) S 
(5) ~ Qa, WV Py) S 
(6) —P(r) VY —B{z) S 
(7) P(r)Y = C(x) S 
(8) Bla}¥ C( F(a)) (1),(3) 当 结 
(9) Bla)V Qt{a, f(a)) (2),(3) 归 结 
《10) 一 PICFe))VB(a) (7),(8) 归 结 
(11) ~—B(a) (4), (6) 妇 结 
(12) CC f(a)) (8)(11) 上 归结 
《13) P(fF(a)) VY B(a) ($5),(9) 归 结 
(14) B{a) (10),(13) 归 结 
(15) 口 (11),(14) 归 结 

例 6.3.10 (i) 设 有 A 为 与 第 三 章 北 始 时 的 例 相关 的 公式 (4 为 个 体 常 元 ) 
(VAOMr) Dr A MD(). (6.3.1) 

为 证 明 (6,3.1) 式 是 天 * 中 的 定理 ,可 等 价 翅 证 明 下 式 为 矛盾 式 ， 
(Vx}HM(z) DID) AM(u) A Du). {6.3,2) 
易 证 明 (6.3.2) 式 逻辑 等 价 于 

(VM(rIV DOr) AM(Gu) A Du)). [6.3.3) 


可 见 (6.3,3) 式 的 子 句 集 正 是 例 6.3.9(i) 中 的 S. 因为 S 有 一 个 归结 证 明 , 所 以 后 
面 要 讲 的 归结 原理 的 完备 性 建立 之 后 便 可 得 出 (6.3.2) 式 为 矛 居 式 的 结论 ， 
{ii) 设 
F=(¥Yr)(C(r) >(W(r) AR(r))), 
G= (dyNCCOY)AQCYD, H=(IzH( Q(z AR(GE)), A=FAGADH. 
试 证 A 的 子 名 集 S 有 一 个 证 明 . 
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解 令 
了 =(Ctz) 一 (到 (AR OCR Hi=—(Q(x) AR(zr)), 
则 
A=(YAF A(d YG A(Y rH. 
不 难 证 明 ( 参 看 命题 5.2.8) 
(YIIFIACY TH~(Y A) FAH), {6.3.4) 
(YZIFIAH)DA(IYG~ (YVRIAHAG), (6.3.5) 


所 以 
A~( I Yr) FAH AG). (6.3.6) 
这 时 
FAHIAGI=(—>C(r)V (Wz)ARCAON A (EQ r) VY Rr)) 
AKC A QCy)). 


将 (6.3.6) 式 右 端 作 Skolem 变形 可 得 其 子 句 集 
$ = {CTV Wr), 一 C(z)VR(z) ,一 Q(z)V 一 RUzl,Ctey Qto) 

这 正 是 例 6,3.9(ii) 中 的 子 句 集 ,所 以 S 有 一 个 证 明 . 由 下 面 要 讲 的 归结 原理 的 完 
备 竹 定理 知 ,(6.3.6) 式 右 端 是 矛盾 式 , 从 而 A 是 矛盾 式 ,所 以 A 的 子 句 集 S 必 有 
一 个 证 明 . 

注 6,3,11 可 能 有 子 句 C; 与 C; 有 归结 式 ,但 C| 的 因子 与 Ca 没有 归结 式 
的 情况 .如 , 设 C1=P(z)YP{a),Cs= 一 P(5), 则 Cl 和 C, 有 归结 式 P(a), 但 
Ci 的 因子 P(e ) 与 C2 没有 归结 式 .这 一 情况 对 可 否 从 子 句 集 5 经 归结 推理 推出 
空子 句 口 来 并 无 影响 ， 


6.4 归结 原理 的 完备 性 定理 
$6.4.1 提升 引 理 


为 了 证 明 归结 原理 的 完备 性 定理 ,我 们 需要 一 个 引 理 , 它 说 如 果 两 个 子 句 的 例 
有 归结 式 , 则 这 两 个 子 句 本 身 就 有 归结 式 , 且 以 前 一 归结 式 为 它 的 例 , 即 下 而 的 引 
理 成 立 : 

引 理 6.4,1 {提升 引 理 ) 设 C1 与 Cz 分 别 是 子 句 局 与 Cy 的 例 ,C 与 CG, 不 
含 相同 的 变 元 ,C 是 C1 与 C 的 归结 式 , 则 Ci 与 C; 有 一 归结 式 C 使 C' 是 C 的 
例 . 

为 便于 读者 理解 提升 引 理 的 证 明 思 路 ,我 们 先 看 -- 个 具体 的 例子 ,其 演算 过 程 
恰 与 提升 引 理 的 证 明 形成 对 照 . 
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例 6.4.2 设 
C=P(r} VQ VY Q(z)), 
C= ROOV Q(v) VQCOFCOWI VY Q(B DY NG), 
0= | fgh(s)/y, gh(s)/z, fa(t)/v, g(t) /wl. 
虽 由 8 可 得 出 Ci 与 C; 的 例 C1' 与 C 如 下 : 
CI = C0= P(x) VY = Qt{ fgh(s)), 
C2 = C0= RIu)V Q( fgets VY N(). 
注意 8 分 别 使 Ci 与 C 中 的 2 个 文字 与 3 个 文字 得 到 了 合 一 , 取 置 换 y = 
fh(3)44), 则 YY 是 QCfgh(s)) 与 Q(fg(1)) 的 mgu, 所 以 可 得 Ci 与 C 的 归结 式 
CC" 训 下 ; 
C=(C -Qh VC - Qe(t))Y) 
= Plz}V Ru)YV N(R(s)). (6.4.1) 
在 8 的 作用 下 ,Ci 中 的 文字 LE = 一 Q{y) 和 ?= 一 Q(f(z)) 被 合 一 为 LL, Co 
中 的 文字 L3= Q(v),1L3=Q(f(w)) 和 =Q( 反 (2)) 被 合 一 为 上 , 即 
Li9=110=—Q( fgh(s))=11, 
L090=110=130= Q{(fstt))=L,.. 
设 和 1 是 {LI,L 外 的 mgu,X2 是 |L}, 了 2,L 关 的 mgu, 妈 
hi= {f(z)/y| ,X= (fg{t) /vo, g(t) /ww]. 
令 A4=A1Ua2, 即 
A={f(z)/y, fe(t) /vw, g(t) /wi. 
这 时 有 置换 ,= gh(s)/zj 使 9=X。4, 月 
LiA=17A=—Q( F(z)), LA= LA= LA=Q( f(t)). 
分 别 以 工 与 L 记 以 上 二 式 .因为 LY= 一 L,Y, 靶 
L097=L10= Li0 =— L207 =— 30y. 
令 WW= Li,L4, 一 1 一 9, 一 L 下 , 则 6y 是 玉 的 合 一 置换 ,由 86= hn 知 Ay 也 
是 镀 的 合 一 置换 . 由 此 得 LIA7 = Lg. 以 a 记 1Li, 一 上 zy| 的 mgu, 则 z = 
ig(z)/z|, 且 有 置换 使 
py = HH Lia= ~—L,0. 
这 时 ic 是 WW 的 合 一 置换 ,0 = fg(2)/y, fg(t) /vsg(t) /we(t) /zi. 
设 5 是 玉 的 任 一 合 一 化 子 , 则 5 也 分 别 是 |L1,L 外 与 和 L113,L 引 的 合 -一 化 
于 ,所 以 由 hl 与 12 分 别 为 上 述 二 集 的 mgu, 以 及 Cl, Cs 不 含 相同 变 元 知 , 存 在 置 
换 引 使 ?= 让 .这 时 
[LL1,LIlag = {7},— 13,— La, 
即 
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Lié = —Lé. 
所 以 由 so 是 1L1, 一 Lp 的 mgu 知 有 置换 《使 = 叱 ,从 而 
7= = ACt) = (An). 
这 就 证 明了 xz 是 多 的 mgu. 所 以 令 
C=(CAr- LovV(CAs— Loc) 
= (Cac- {Lil,Lilac)V (Cao — | Li,L3,L2lac) 
=P{(z)V Ru)YV Nt). (6.4.2) 
则 C 是 Ci 与 Cz 的 归结 式 .将 (6.4.1) 式 与 (6.4.2) 式 对 比 可 见 ,车 令 8= |h(s)A)， 
则 C= C85. 可 见 C' 是 CC 的 例 . 
提升 引 理 的 证 明 ”我们 将 证 明 比 提升 引 理 的 内 容 章 强 的 结果 . 如 例 6.4.2 所 
未 ,如 果 在 得 到 子 句 CG 与 C» 的 例 Cl 与 C7 时 分 别 使 〇 | 与 Ca 中 的 r] 个 与 ry 个 
文字 得 到 了 会 一 , 则 在 作 Ci 与 C, 的 归结 式 C 时 可 分 别 使 C1 与 Ca 消去 7 与 x， 
个 文字 , 同时 也 正 因 如 此 归结 式 C 才 可 使 C 为 它 的 例 . 
设 
C= C7-LY (CY -LY), 
这 里 上 与 12 分 别 是 C1' 与 C2 中 经 置换 y 而 消去 的 文字 ,y 是 | 工 ,一 LL, 沾 的 
mgu. 因为 C1 与 C; 不 含 相同 变 元 , Ci 与 C 分 别 是 它们 的 例 , 所 以 有 置换 6 使 
C1 =C18,C2 =C28. 在 8 的 作用 下 ,Ci 中 可 能 有 个 文字 Ll,…,Ln 被 86 合 一 
为 Li ,C2 中 可 能 有 x 个 文字 工 ,…,L 被 96 合 一 为 L，, 即 
Lt9=.=Li0=L, Li9=.=L%20=1,, 
分 别 设 11 与 12 为],…,L 与 3,… ,2 的 mgu( 当 y=1 或 7=1 时 舍 祖 
= 或 42=8). 令 4=A1UX2, 则 因 Ci 与 C2 不合 相 同 变 元 ,所 以 有 置换 yy 使 9= 
A. 设 
LiA = = LiA=1, LiA=:… = LgA=1s. (6.4.3) 
由 Li1'yY= 一 Ls 得 
Li07 = = 0 = LO =. = Le0y, 
LiApy = = Li = ap = = Lpy. 
所 以 由 {6,4,3} 式 得 Lipgy= 一 Lzp7, 即 {Li ,~zLs| 可 合 一 . 设 a 是 其 mgu,; 则 有 和 置 
换 8 使 jy=8, 且 
Lis = —L20. {6.4,4) 
由 (6,4.3) 式 与 (6.4.4) 式 知 加 是 到 = ,…, 工 1 一 3，…, 一 上 2 的 合 一 化 子 . 
设 是 W 的 任 一 合 一 化 子 , 则 分别 将 Wi= [LE,…, Li 与 多 = [18,…, Lz) 
合 一 . 由 Al 与 A 分 别 是 Wi 与 Ws» 的 mgu 知 存 在 置换 使 ?= 外 ,这 时 
{Li LEAE = {Li Lgl. 
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由 (6.4.3) 式 得 L1é= 一 1L2$. 但 ao 是 Li, 一 L2| 的 mgu, 所 以 有 置换 使 &= ot. 
由 此 得 
7 = A= A(ot) = (hz)g 
这 就 证 明了 ac 是 琴 的 mgu, 所 以 令 
C=(CAs- Lo Vy (CA -L2720) 
=(Ciao— {Ls LilaAc) VY CC2ae — LY, ,Lgl Ag), (6.4.5) 
则 C 是 Ci 与 CG; 的 归结 式 ,日 经 过 ho 的 作用 ,Ci 与 C2 中 分 别 有 ri 个 与 x; 个 文 
字 被 消去 . 
最 后 ,由 9y= (hp)7Y=A(p7)=4(g68)= (ha)8 和 (6.4.5) 式 得 
C= (Cry-LiY)V (Co -L237) 
=(C0y -iL Lato V (C0 — {Ll, ,Lol oy) (6.4.6) 
=(C(ac)6— [Li,w Lil (ac) OV (CCao)6 ~— |L1,-…, Lyl(Ao)d) 
又 ;由 于 jir 与 (A9)5 均 分 别 消去 C1 与 C2 中 的 下 个 与 x, 个 文字 ,下 面 03 中 的 
可 移 人 括号 内 ， 
C6 ={(Ciag 一 |， Ad) VY (CAo — [Li, ,LolAg))e 
=(Citao)d— {Li Lil Ao) VY (Ca0)6 -|L}, La} (Ag)d) 
= 与 ， 
所 以 C 是 C 的 例 . 
注 6.4.3 以 上 在 用 各 对 Ci 与 Cz 作 归 结 演算 时 分 别 从 G1 与 6 中 消去 了 
庆 个 写 r 个 文字 ,这 点 是 必要 的 ,事实 上 ,从 表面 上 看 在 作 归 结 式 C 时 只 从 C 
与 C2 中 各 消去 了 一 个 文字 上 1 与 72 ,但 上; 与 Ly 分 别 是 86 将 Ci 中 的 1 
Lin! 与 CC; 中 的 1 ,…, 工 多 |] 合 一 而 得 到 的 .所 以 为 使 Ci 与 C2 的 归结 式 C 以 人 
为 例 ,在 用 ic 制作 忆 时 必须 分 别 消去 Ci 中 的 生 1,…, Lil 与 CG 中 的 上 
了 当然 ,这 时 (6.4.5) 式 超出 了 归结 式 的 定义 6.3.3 和 6.3.5 的 范围 .但 容易 把 
(6,4.5) 式 改写 为 与 上 述 定义 相 一 致 的 形式 ， 


C= {Car -LiaA) V (Cao - Llag). (6.4.7) 
因为 he 还 有 分 别 将 {|，…,L4| 和 | 工 3,…, 工 交 | 分 别 合 一 的 作用 ,所 以 由 
Lias = = Li 与 Lo=… = Lah 


若 (6.4.7) 式 与 (6.4.5) 式 相同 .值得 注意 的 是 ,这 时 jc 是 三 的 mgu, 一 般 它 不 必 
是 1L1, 一 上 于 的 mgu, 所 以 我 们 宁可 写 形式 复杂 但 意义 明确 的 (6.4.5) 式 而 不 写 
(6.4.7) 式 , 虽 热 它 稍稍 超出 了 归结 式 的 床 始 定义 . 最 后 还 应 指出 ,从 形式 上 看 ,由 
(6.4.6) 式 似乎 也 可 得 出 C 本 身 就 是 Ci 与 C 的 归结 式 的 结论 来 ,但 这 是 不 对 的 ， 
因为 旷 不 是 环 的 mgu. 


$6.4 归结 原理 的 完备 性 定理 .131 ， 


$6.4.2 归结 原理 的 完备 性 


现在 证 明 归 结 原 理 的 完备 性 定理 . 

命题 6.4.4 (归结 原理 的 完备 性 定理 ) 子 句 集 S 不 可 满足 当 且 仅 当 S 有 一 
个 归结 证 明 . 

证 明 首先 注意 , 若 艺 的 解释 了 满足 两 个 子 句 CI 与 C:, 则 可 像 证 明 命题 
6.1.5 那样 证 明江 也 满足 Ci 与 Cz 的 二 元 归结 式 .其 次 , 设 工 满足 子 句 C, 则 了 工 也 
满足 C 的 例 C ,事实 上 , 设 == /zi,…,t4/x4],v 是 3¥ 在 1 中 的 任 一 赋值 . 作 赋 
值 z 使 

1 zi 上 
"(21)= vx),， iE 11,… ,|}. 
则 由 满足 C 便 推 得 w 满足 Cs. 由 vw 的 任意 性 得 i Cz. 综 上 所 述 ,由 定义 6.3.5 
若 ,若是 Cl 与 C2 的 模型 , 则 工 也 是 C; 与 C, 的 归结 式 的 模型 

设 S=1C1,…, Cs| 可 满足 ,了 是 S 的 模型 , 则 由 以 上 所 证 知 了 也 是 可 由 S 得 
出 的 各 个 归结 式 的 模型 . 可见 从 S 当 发 经 归结 推理 得 不 出 空子 句 口 来 . 这 就 证 明 
了 如 果 $ 有 归结 证 明 , 则 S 必 不 可 满足 . 

反 过 来 , 设 $ 不 可 满足 , 则 由 Herbrand 定理 1 知 S 有 一 个 有 限 的 封闭 的 二 叉 
语义 树 T. 丁 中 必 有 一 个 结 点 N,N 下 方 两 个 与 N 相 邻 的 结 点 Ni 与 N, 都 是 失败 
结 点 ,因为 否则 全 中 将 含有 一 个 无 限 长 的 分 支 ,与 了 的 有 限 性 相 矛 盾 , 设 N 是 这 
样 的 结 点 且 Ni 与 N; 是 与 N 相 邻 的 两 个 失败 结 点 . 设 从 了 的 根 起 向 下 到 N) 与 
N; 的 边 上 的 文字 分 别 依次 为 

| 
与 
Mi Wigs Wn 7 Hl 
这 里 mm; 是 S 中 的 基 原 子 或 其 否定 (i =1,…,n +1) .既然 Ni 与 N; 分 别 是 失败 结 
后 , 且 NN 不 是 失败 结 点 ,所 以 S 有 两 个 子 句 Ci 与 C;, 其 基 例 C1 与 C 分 别 关于 
Ni 与 N; 为 假 , 但 关于 N 都 不 为 假 , 所 以 C1 与 C; 分 别 具 有 如 下 的 形式 : 

Cl = mm VN 7m V7 mat) 1 (6.4.8) 

C2 = VV mV met, 1 和 (6.4.9) 
设 工 = 一 m+1 ,了 2 = ma+1; 则 由 (6.4.8) 式 与 (6.4.9) 式 知 Ci 与 C2 有 一 归结 
式 


贞 4 
C =(CT -LV Cs 一 Lo)= (Vm )V (Vm ) (6.4.10) 
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因为 Ci 与 C2 分别 是 Ci 与 C; 的 例 ,所 以 由 提升 引 理 知 CI 与 C; 有 归结 式 C, 且 
C' 是 CC 的 基山 .把 CC 添加 到 S 中 去 , 则 SUTCI 有 一 比 工 真 小 的 有 限 封闭 语义 树 
T'. 事 实 上 ,由 {6.4.10) 式 知 车 令 e = max| ,六 , 则 由 了 的 根 出 发 经 边 ， 
2，… ,me(e 信 nt) 所 到 的 结 点 NN’ 已 经 使 C' 为 假 ,从 工 中 删 去 N* 以 下 的 部 分 即 
得 了, 人 至少 比 T 少 了 黄 个 结 点 N| 与 Na ,所 以 比 人 真 小 ,上 且 全 是 SUICH 的 封 
闭 辣 义 树 . 以 全 作为 了 再 作 如 上 处 理 ,可 由 SUI1CI| 得 出 一 个 归结 式 C, 使 得 SU 
1C ,CI 有 结 点 比 了 更 少 的 封闭 语义 树 三 .以 此 类 推 最 终 可 得 一 仅 含 3 个 结 点 的 
语义 树 To, 它 除根 而 外 有 两 个 失败 结 点 . 设 相应 的 边 上 的 文字 为 8 与 一 人 ,这 里 人 
与 了 8 是 S 中 子 句 的 或 是 由 3 经 归结 推理 所 得 的 归结 式 的 基 例 .可 见 由 S 出 发 可 
经 归结 推理 得 出 相反 的 文字 对 来 ,再 经 一 次 归结 即 得 空子 句 口 . 所 以 S 有 一 个 归 
结 证 明 ， 


36.5 求 子 句 集 S 的 简化 方法 


在 第 五 章 开始 时 说 过 ,为 证 明 从 若干 个 前 提 4 ,…, A, 可 推 得 结论 吾 , 可 证 明 
41A…A4。A 一 日 为 矛盾 式 .把 这 个 公式 记 为 4 ,在 第 五 章 中 已 证 明 A 为 矛盾 式 
等 价 于 A 的 子 句 集 $ 不 可 满足 ,而 在 求 S 前 先 需要 把 4 化 为 前 束 范式 ,然后 再 俩 
用 Skolem 变形 求 出 一 个 形式 为 合 取 范式 的 母 式 来 , 才 可 得 到 S$. 如 果 分 别 对 
A 有 A 以 太一 B 进行 Skolem 变形 , 那 将 比 对 A 进行 Skolem 变形 要 简单 得 多 ， 
我 们 问 :4 的 子 句 集 S 是 否 可 通过 分 别 对 A 的 各 合 取 项 进行 Skolem 变形 而 得 到 ? 
答案 是 肯定 的 .本 节 就 讨论 这 一 问题 . 

首先 看 一 个 例 ,这 个 例 表明 ,一 般 说 来 A A 8 的 子 句 集 不 同 于 A 的 子 句 集 与 
B 的 子 句 集 之 并 ， 

例 6.5.1 设 A=(jzx)Al(zx),B={Yy) 一 Al(y), 则 由 Skolem 变形 知 4 
与 B 的 于 句 集 分 别 为 A1(c) 和 -Al(y) ,它们 的 并 为 5 = [AI(e), Al(y)!.S’ 
不 可 满足 .事实 上 , 设 了 为 芯 的 任 一 解释 - 取 4 在 了 中 的 赋值 使 vw(y) = wt{c) -= 
cE Di, 则 因 4j(c)A 一 4 (5) 不 成 立 ,所 以 了 不 满足 $ ,从 而 S" 没 有 模型 另 一 方 
面 ,由 

AAB = 一 (( 了 zy4Lz) 一 一 (YY) 一 A(y)) 
=—(Ix)Al(r) (I Ay)) 
~ dy Yr A zr) A y)) 
~(VY3I3z) 一 (4 (z) 一 AH(y)) 
=(Yy)}( x)(Al(zr) A Aly)) 
和 Skolem 变形 知 4 A B 的 子 旬 集 S= 1A1(f(y)), 一 A1(y)|,S 也 是 不 可 满足 


$6.5 求 子 句 集 S 的 简化 方法 。 133， 


的 ,因为 它 有 如 图 6.2 的 有 限 封闭 语义 树 , 即 ,S 虽 与 S' 不 同 ,但 二 者 同 为 不 可 满 
是 的 . 


这 一 情况 并 非 偶然 ,事实 上 ,我 们 有 
命题 6.5.2 设 
4=(QZDQz A zr, ), 
B=(Riy1) (Ry) BI ys, Yo), 
这 里 ri rn 和 yy,…, ys, 分 别 是 A 与 B 中 的 全 部 变 元 是 zx 关 yy(i=1,"… ,nn; 
j=1,…,trw),Ai 与 BI 都 不 舍 量词 目 为 合 取 范 式 , 设 S 是 A AB 的 子 句 集 ,S| 与 
S; 分 别 是 4 与 B 的 子 名 集 , 则 S 不 可 满足 当日 仅 当 SiU S; 不 可 满足 . 
证 阴 ”以 m= n=2 为 例 进 行 证 明 . 因 为 4 与 B 不 合 相 同 变 元 , 易 证 
AAB~(Q1r) Qaza) (Riy) (Ry) A(x, x2) A Bly , y2)), 
(6.5.1) 
AAB~(RIy) (Ray) (QAz) (Qara) A(z rv) ABi(y,y)). 
(6,5,2) 
设 A 与 B 的 Skolem 标准 形 的 母 式 分 别 为 C 与 , 以 下 只 需 证 AAB 的 Skolem 标 
准 形 的 母 式 到 与 CAD 相同 或 具有 与 CAD 相同 的 可 满足 性 或 不 可 满足 性 . 
事实 上 ,着 Qi= Q2= 3 , 则 由 (6.5.1) 式 知 AAB 的 Sktolem 标准 形 与 
(Riy) (Raya) Ai(a,b) AB{y, y)), 
即 
Aila,b)A(RIy) (Ry2) Bi (yy, y) 
的 Skolem 标准 形 相同 ,其 母 式 下 显然 为 Ai(a ,5) AD, 这 里 古 是 (Riy1)(R2y;) 
Bi(y1,y2 儿 即 B) 的 母 式 ,所 以 EE=CAD. 若 Qi= Qs= YY , 则 由 (6.5.2) 式 易 证 
E= CAD. 类 似 可 证 若 R1= Rs= 3 或 Ri=R,= YY, 仍 有 玉 =CAD. 所 以 以 下 只 
需 考虑 Q| 与 Q; 为 不 同 量词 , Ri 与 R, 也 为 不 同 量词 的 情形 . 由 {6.5.1) 式 名 
丰 AB 的 前 束 范式 共有 4 种 可 能 , 即 ， 
(IzO(V zo) (Fv) VY ya) CA, zr A BI, y)), 
(dz Vr VY yi) dy A rr) A BICys, 2)), 
(Yr1)( 3 xr2)( dy (VY ya) A(x, ra) A Bi(y, y;)), 
(Vr) (Ir)(V yD) (3y) (A(z za) A Bi(y, y)). 
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相应 地 ,AAB 的 Skolem 标准 形 的 母 式 分 别 为 


Aila, za) AB(g(r2), y2), (6.5.3) 
Aila, zr2) NBily Ah (rz, y1)), (6.5.4) 
Alxi, f(x) A Bitglr1), y2), (0.5,5) 
Alzi, f(r) ABI( yh ry1)). (6.5.6) 
而 CAD 分 别 为 
Ail(a, zr AB(b, y), (6.5.3) 
Aila,x2} Bilyi, gy)), (6.5,4) 
Alzi, f(r)) A Btb, 2), (6.5.5) 
Alxi, FX) A Bly, 8(y1)). (6.5.6) 


不 难 证 明 ,{6.5,7) 可 满足 当 且 仪 当 (6,5,x) 可 满足 (x =29,30,31,32), 所 以 A 
AB 的 Skolem 标准 形 的 母 式 下 上 和 A 与 B 的 Skolem 标准 形 的 母 式 C 与 D 的 合 取 
有 相同 的 可 满足 性 或 不 可 满足 性 
对 于 一 般 的 m 和 可 以 证 骨 命 是 6.5.2 仍 成 立 . 但 在 分 别 就 4; 与 B 进行 
Skolem 变形 时 应 注意 不 添加 相同 的 个 体 常 元 或 函数 符号 . 这 一 命题 可 在 保证 相同 
的 不 可 满足 性 或 可 满足 性 的 意义 下 使 计算 一 个 公式 的 子 句 集 的 过 程 大 大 简化 . 
例 6.5.3 重新 考虑 例 6,3.10(ii) ,这 时 容易 分 别 算出 已 ,G 和 一 日 的 子 句 集 
如 下 : 
51=1—CCr)V Wr),— C(x) Y R(x)}, 
Ss= 1C(a), Qa)!, 
S3= |—Q(z)V—R(z)!. 
SIU S;US; 正 是 例 6.3.100G0) 中 的 S'. 
以 上 一 日 虽然 含有 与 F 中 相同 的 变 元 ,但 仍 可 使 用 命题 5.5.2. 事实 上 ,如 果 
把 一 日 中 的 变 元 疏 为 >, 则 得 Sy = 1 一 Q(z) VY 一 R(z)|. 而 SiS;U 5; 与 
S1U S,U 5 有 相同 的 不 可 满足 性 . 
下 面 看 两 个 有 实际 意义 的 例子 . 
例 6.5.4 假设 有 一 些 病 人 喜欢 所 有 的 真正 医生 ,并 且 没 有 病人 喜欢 良 医 , 试 
由 此 推出 没有 真正 的 医生 是 庸 医 ， 
证 明 分 别 用 P(x),D(z) 和 Q(z) 表示 zz 是 一 个 病人 ,一 位 医生 和 一 位 良 
医 . 用 0z,y) 表 示 了 喜欢 y% 则 已 知 条 件 是 
A:(ITIPIrIACY YD yy) L(x, y))), 
B:(¥Y (Pa)={ VY y (QoL ry))). 
要 推 证 的 结论 是 
C:( YHAD rz) = Q(z)). 
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为 此 可 证 明 A A BA 一 C 是 矛盾 式 ,或 其 子 句 集 S 不 可 满足 . 由 命题 6.5.2 ,可 分 
别 求 出 A,B 和 ->C 的 子 句 集 Si,S: 和 S3 来 令 S= SUS:US5 即 可 . 
A 可 化 为 前 束 范式 (jz)(Yy)(P(z)A( 一 D(y)VEL(z,?))), 所 以 A 的 
Skolem 标准 形 为 (YY y)(P{a)A( 一 D(y)VL(a,y))) .由 此 得 
Si1=1P(la), 7D{y) VL(a,y)l. 
B 可 化 为 前 束 范式 {YY x)(Yyi{ 一 P(x) VY 一 Cy) VY 一 L(x,y)). 这 也 是 BB 的 
Skolem 标准 形 ,所 以 
Sy 一 {oP(z) VY =Q(y) Vo Ler, y)|. 
最 后 ,一 C 可 化 为 前 束 范式 {xz)(D(x) A Q(z)), 其 Skolem 标准 形 为 D(5) A QB). 
所 以 
$3= 1D(5),Q(6)}. 
由 此 得 
5 = SU SU 5S; 
= iPla), =D VY La,y), PrN QV (x,y), 
DB), Q8)). 
在 本 例 中 应 注意 不 要 把 S; 写 为 | D(a),Q(a)|, 因 为 a 已 经 在 Sj 中 的 Pla) 中 出 
现 过 了 .以 上 的 S 就 是 例 6.3.9( 洛 ) 中 的 S. 在 闭 里 已 看 到 S 有 一 个 归结 证 明 , 所 
以 本 例 中 的 结论 成 立 ， 
例 6.5.5 假设 
(i) 报考 某 校 数学 系 研究 生 且 达到 分 数 线 的 非 保送 生 都 要 经 过 某 些 老师 的 口 
试 . 
(ii) 有 些 达 到 分 数 线 的 考生 要 写 情 况 汇 报 并 且 口 试 这 些 考生 的 人 要 写 情 况 汇 
报 . 
(iii》 几 写 情况 汇报 的 人 都 不 是 保送 生 . 
试 证 有 老师 要 写 情况 汇报 . 
证 明 分 别 用 4(z), Btz)Ctrz) 和 了 (0z]) 表 示 是 达到 分 数 线 的 考生 ,> 
是 保送 生 ,x 是 老师 和 x 要 写 情况 汇报 ,并 用 Q(x,y) 表 示 由 » 对 x 进行 口试 .这 
时 条 件 (i) 一 (证 ) 可 分 别 写 为 
FI:(Yr)(A(r)AzB rr)>t dr yy ACCy))), 
Fa:( dr) (PIr)AAC)A YY y (QCr, y) PpP(y))), 
Fy:(¥Yr)(P(lr) Br)). 
要 证 明 的 结论 是 
Fs(Ixr)P(r) A Ctr)). 
为 此 可 证 明 Fi 作 FA FA 一 F 为 矛盾 式 ,或 其 子 句 集 S 不 可 满足 ,如 前 所 述 ,可 
分 别 求 出 户 , Fa, 下 3 和 一 FF 的 子 句 集 S1, 5;, Ss 和 Sy, 令 $= SUS;U sys, 
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即 可 . 

所 可 化 为 前 东 范 式 (Yz)j(3yj(A(z)A 一 BIOz) 一 (G(z 纺 ACCW)) 由 

此 可 求 得 Fi 的 Skelem 标准 形 为 
(Yr ACTIV BOIV Q(z FOID A ACV BA VY C(OF( ND))). 
所 以 请 的 子 句 集 为 

Si= {A(zIV B(TIV Q(z TO), A(zIV BC} VY C( FON+. 

下 可 化 为 前 束 范式 (jx)(Y yj) (P(r)AA(z)A( 一 Q(x,y)VP(y))) 其 
Skolem 标准 形 为 (Yy)(P(a) AA(a)A( 一 Q(a,y)YP(y))). 所 以 F; 的 子 各 
集 为 

S;=|P(a),A(a}, Qla,y) VPC 
又 ,容易 分 别 求 得 下 ; 的 子 句 集 和 一 Fs 的 子 句 集 S4 如 下 : 
35=| 一 PCz)YV 一 下 (了 )}， Ss1= 1 P(x) Y—C(z)}, 
这 时 S= SLUS2U S53U Ss 正 是 例 6.3.9(iv) 中 的 子 句 集 ,那里 已 证 $ 有 一 个 证 
明 . 所 以 本 例 中 的 结论 成 立 . 


习题 十 九 


1. 试 证 以 下 的 9 不 可 满足 ; 

(SS=14VBVYC, 一 AVC, 一 下 ,一 人 | 

0) S= {PVYQ,—QVR, PY Q,—RI. 

2. 对 于 以 下 的 置 摘 日 与 表达 式 书 , 求 E09; 

(DE=A(f(x) ,2),0= {a/r,b/y, g(r,y) /ze|; 

(1) E=A{r, ye), 0= {f(y)/r,b/y,g(y)/z}. 

3. 求 8 与 pr 的 复合 , 设 

(i) 0= 1a/zr, flz)/y,y /zl p= {b/r er/y g(r) /|; 

(1) 6= 1a/r, fv) yu/zl ,p= j e/au, glu)/vl. 

4. 判断 以 下 哪些 表达 式 之 集 鲍 是 可 合 一 的 ,并 在 可 合 一 的 情况 下 找 出 相应 
的 mgu 以 及 一 个 不 是 mgu 的 会 一 已 子 来 ， 

(0) W= {A(a),A(z), A(FCr))}; 

{ii) W= 1{P(a,x),P(y,x)|; 

(i) W= {Pla,r, f(r)), Ply,z,z)|; 

(iv) W= {P(r,y,g), Plu, Fu,a),n)!. 

5, 求 避 与 忆 的 归结 式 , 设 

(DC= 一 A(z)VBCze)D=A(e)VB(BD，y)i 
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(ii) C=—P(z)}Y Q(z,y),D=—Q(a, f(a)); 
(i) C=—A{zr,y, zz)}V Bl(r,y, 2),D= Ats ,s,s); 
{iy} C=—A(x yu)lV Aly,z Uv VN—Alr, vw A, 2,w), 
D=A{f(zr,2),r,Yy). 
6. 试 证 上 A->B, 这 里 
A={YrI(( dy RQ zr yy AB yD) (dy (Cy) AE(z, y))), 
B=—(drC(r)>( Yr yy) (Q(zr, yo B(y)). 
7, 求 A 的 子 自 集 S1,B 的 子 身 集 5,, 但 在 进行 Skolem 变形 时 不 添加 相同 的 
变 元 .再 来 出 4 人 日 的 子 自 全 5, 并 比较 5 与 SIUS; 在 可 满足 性 上 的 关系 . 
日 和 =( 了 zz2)AEzizz) B= (yD) (YY yy) Ay , y2); 
(1) A=(¥Y zr)( dr ) A z2), B= (VY yD)(Y y)— A yy); 
tiiy A=(Yy(B(y)>C(y)),B= 一 Bi, 这 里 Bj 是 下 面 的 公式 : 
Bi=(VYr( dy (BYIAQ zr Iz C2) AQ( ,2)). 
8. 设 下 为 表 这 式 ,9,4，,7 为 置换 . 
() 说明 为 证 明 等 式 (EO)4= 互 *(9。14) 对 任何 表达 式 下 都 成 立 , 只 需 证 明 该 
等 式 当 五 为 一 个 变 元 了 时 成 立 , 并 客 成 这 种 证 明 ， 
(ii 说 明 为 证 明 等 式 (bo*A)*?= ge(A。 信 ) 戌 立 , 只 需 证 明 该 等 式 两 边 的 置换 作 
用 于 同一 个 变 元 x 时 得 出 同一 个 项 来 ,并 基于 (i) 完 成 这 种 征明， 
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归结 方法 是 定理 自动 证 明 的 重 费 芽 具 .在 上 一 章 中 我 们 只 研究 了 什么 是 归结 
方法 以 及 归结 方法 的 完备 性 问题 .对 于 一 个 子 句 集 S 中 的 两 个 子 名 CC 与 C ,我 
们 也 知道 是 否 可 以 由 Ci 与 C2 归结 出 新 子 句 和 怎样 去 归结 .然而 一 个 重要 的 问题 
没有 论 及 , 即 , 如 果 从 C 与 C; 可 以 作 册 归结 式 C 来 ,那么 是 不 是 一 定 要 把 这 个 C 
妇 结 出 来 ?因为 自动 证 明 是 通过 机 峰 来 完成 的 ,所 以 如 果 没 有 附加 的 指令 ,那么 机 
髓 自然 不 懂 对 5 中 的 哪 一 对 可 以 进行 归结 的 子 句 不 进行 归结 . 换 句 话说 ,如 果 把 
S 叫做 S? ,那么 机 器 将 对 S® 中 所 有 可 以 进行 归结 的 子 句 对 都 进行 归结 而 得 出 新 
子 句 集 S 来 ,然后 又 会 对 S0U Si! 中 所 有 可 以 进行 归结 的 子 句 都 进行 娄 结 而 得 出 
又 一 轮 新 子 句 集 S? 来 ,等 等 .这 对 机 器 和 对 时 间 都 是 很 大 的 浪费 . 下 面 的 典型 例 
子 取 自 文献 [12], 它 清楚 地 表明 了 这 种 浪费 ， 

例 7.1,1 设 S=S={PVYQ, 一 PYQ,PY 一 Q, 一 PY 一 Q1, 划 上 述 的 $1 
与 $ 如 下 ， 


Su PYQ 

(2) 一 PVQ 

(3) PY—Q 

(4) PY 一 息 

Si: {5)Q (1), (2) 归 结 
(6)P (1), 3) 归结 
(3) QVY—Q (1),(4) 归 结 
(8) PY—P (1),(4) 归 结 
(9) QV —Q {2),(3) 归 结 
(10) PY —P (2),(3) 归 结 
(11) ~—P (2),(4) 归 结 
(12) —Q {3), (4) 归 结 


注意 : 5S! 的 得 出 遵循 了 无 遗漏 原则 , 即 , 对 S? 中 几 可 归结 的 子 名 对 都 作 了 归 
结 ,顺序 是 (1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4), 其 中 (1,4) 与 (2,3) 又 各 有 两 
种 归结 式 . 以 下 再 在 SU S! 的 基础 上 进行 无 遗漏 的 归结 ,得 

S$:(13) PYQ (1),(7) 归 结 
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(14) PYQ (1),(8) 归 结 
(15) PY Q (1) , (9 归结 
{16) PYQ (1), (10) 归 结 
(17) Q (1),(11}) 归 结 
(18) P (1),(12) 归 结 
(19) Q (2),(6) 归 结 
(20) 一 PVR (2),(7) 归 结 
(21} PYQ 2), (8) 归结 
(22) 一 PVR (2),(9) 归 结 
(23) 一 PVQ 人 2),(10) 归 结 
(24) —=P (2),(12) 扫 结 
(25) P (3),{5) 妇 结 
(26) PY Q (3),(7) 归 结 
(27) PY—Q (3),(8) 妇 结 
(28) PY —Q (3), (9) 归结 
(29) PV 一 Q (3),(10) 归 结 
(30) 一 和 (3),(11) 归 结 
(31) —P (4),(5) 归 结 
(32) =—Q (4) ,(6) 归 结 
(33) ~PY—Q (4),(7) 归 结 
《34) PY —Q (4),(8) 归 结 
(35) >PY—Q (4), 9) 归结 
(36) PY —Q (4),(10) 归 结 
(37) Q (5),(7}) 归 结 
(38) Q; (5),(9) 归 结 
(39) 口 . (5),(12) 归 结 


我 们 看 到 ,以 上 仍 是 遵循 无 遗 潮 原则 , 按 序号 对 的 字典 序 对 (站)， 《让 作 归结 (如 果 可 
以 归结 的 话 ),i 从 1 开始 ,j 从 5 开始 {因为 5 以 下 已 经 在 Sl 中 作 过 了 ) 一 直到 
12, 几 可 归结 的 都 作 归 结 .然后 令 i=2,; 从 5 到 12 再 过 一 遍 , 再 下 来 令 i =3,…， 
依 此 类 推 , 最 终 当 ;= $,j =12 时 才 归 结 出 了 口 , 归结 方法 到 此 停止 

我 们 对 例 7.1.1 再 作 一 些 分 析 . 我 们 看 到 ， 《13) 一 (16) 都 得 出 了 同一 个 归结 式 
PV Q, 而 且 这 个 PV Q 是 原来 $9 中 就 有 的 , 如 果 提 出 一 条 规则 ， “重复 的 归结 式 
不 要 “那么 以 上 步骤 自然 会 省 掉 许多 , 但 机 器 怎么 去 执行 这 条 原则 呢 ? 在 未 归结 
之 前 机 器 怎么 会 知道 将 要 归结 出 的 子 句 是 否 和 已 有 的 子 名 重复 呢 ? 所 以 这 条 规则 
是 “马后炮 " 式 的 规则 ,没有 实际 用 处 .然而 可 能 有 许多 可 以 实际 操作 且 能 使 归结 方 
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法 得 到 简化 的 规则 , 比如 ,下 面 这 条 规则 就 可 简化 归结 过 程 , 它 可 以 作为 $7.2 中 
PI 归结 规则 的 特例 而 得 到 证 明 . 

命 丁 7.1.2 设 S= 上 CC 是 子 句 集 , 上 是 任意 给 定 的 解释 , 则 5 不 可 
满足 当 且 仅 当 $ 存在 这 样 一 种 归结 证 明 , 在 整个 归结 过 程 中 对 间 时 被 工 所 满足 的 
子 旬 对 不 作 归 结 . 

例 7.1.3 根据 上 述 规 则 , 例 7,1.1 的 归结 证 明 可 以 大 为 简化 .事实 上 , 设 了 = 
1P,Q|, 即 解释 1 使 文字 P 和 QQ 为 真 ,那么 了 使 前 3 个 子 句 都 为 真 ,只 使 第 四 个 子 
名 为 假 . 这 时 前 3 个 子 句 之 间 不 作 归 结 . 归结 证 明 如 下 ,其 中 (5) 不 被 1 所 满足 ,所 
以 (1) 与 (3) 以 及 (3) 与 (3) 之 间 的 归结 均 符 合 规则 7 了 .1.2， 


(1) PYQ S 
(2) PYQ S 
(3) PY—Q S 
(4) =PY—Q 3 
(5) 一 了 (2),(4) 
(全 Q (1),(5) 
(7) —Q (3), (5) 
(8) 口 {6),(7) 
例 7.1.4 设 
S=|P(y),P(alVQ(tz), 一 P(z)VQ(), 一 P(zyYR(a) OQ(a)Y 
—R(a)l, 
试 证 $ 不 可 满足 ， 


证 明 作 Herbrand 解 释 =P(a),Q(a), 一 R(aY1( 这 时 Herbrand 域 忆 会 
一 个 元 @), 这 时 | 不满 是 第 四 个 子 句 一 P(x) VR(a), 但 满足 其 余 各 子 句 .5 的 归 
结 证 其 如 下 ; 


{1) P(y) S 
(2) Pla)¥ Q(x) S 
(3) =P(r)V Q(y) 3 
(4) 一 P(z)VR(a) S 
(5) Qa) YR(a) S 
(6) R(a) (1),(4) 
(7) =zQ(a) (5),(6) 
(8) 一 P(z) (3),(7) 
《9) 口 - (1}), (8) 


注 7.1.5 以 上 4 对 归结 中 都 有 一 个 不 被 了 所 满足 的 子 句 ,从 上 到 下 依次 为 
(4),(6),(7) 和 (8), 这 时 还 有 若干 子 名 对 可 以 进行 归结 ,如 (1) 与 (3), (2) 与 (3)， 
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(3) 与 (5) 等 .但 它们 都 被 了 所 满足 ,所 以 根据 规则 7.1.2, 我 们 不 作 这 些 归结 .并 称 
此 限制 为 关于 了 的 同类 不 归结 原则 .又 ,读者 不 难 发 现在 以 上 归结 证 明 中 (2) 是 多 余 
的 ,可 以 删 去 ,请 与 (1) 作 比较 说 明 它 的 道理 .还 有 , 座 辑 有 效 公 式 像 P(y) VY 一 P{y) 
等 当然 也 可 以 删 去 而 不 影响 子 句 集 的 不 可 满足 性 ,为 什么 ? 

本 章 在 以 下 各 节 中 介绍 若 于 可 以 使 归结 方法 得 到 简化 的 有 效 方法 . 


$7.2 语义 归结 


解释 是 属于 逻辑 学 中 的 语义 理论 ,所 以 凡 与 革 解 释 相 联系 的 归结 都 可 叫做 语 
义 归结 ,如 命题 7.1.2 中 的 归结 就 是 一 种 语义 归结 .下 面 介绍 PI 归结 ,这 里 了 指 
关于 谓词 符号 (predicate symbol) 的 一 种 顺序 ,了 是 一 个 特定 的 解释 . 

定义 7.2.1 设 有 子 句 集 {Ei，,…, EE,, ,和 N} ,其 中 各 子 句 中 出 现 的 谓词 符号 的 
全 体 已 经 排 好 了 顺序 PP, 了 是 一 个 解释 ,如果 

(TEE; 不 成 立 (i =1,… ,sm). 

(i 把 N 记 为 Ri, 由 R; 与 E; 可 以 归 销 出 R11(i=1,…,m). 

(ii) 当 由 RR， 与 归结 出 R;+1 时 ,EFE; 中 被 消 文字 中 的 谓词 符号 基 E， 中 各 谓 
词 符号 中 序号 最 大 者 ， 

(iv) JI 上 民 。+1 不 成 立 ， 
那么 称 1El,…, FE,N| 为 关于 PP 与 I 的 语义 冲撞 (semantic clash) ,简称 PI 冲撞 ， 
Rw +i 加 | …,E,, ,NN| 的 PI 归结 式 .又 , 称 N 为 核 (nucleus) , 称 EE; 为 电子 (elec- 
trons) (i 二 1,… ,mm). 这 种 归结 方式 则 PI 归结 . 

例 7,2.2 设 El= 一 QV 一 W,E=-RV- WN=QVRY—W, 
1=|Q,R,W|I, 序 忆 为 W<R<Q. 这 时 

() 于 三 与 1! 睹 E, 都 不 成 立 . 

ti) N 与 Ei 归结 时 消去 了 Ei 中 序号 最 大 的 文字 一 QQ, 得 RY —W, 
RV 一 W 再 与 归结 又 消去 了 EE, 中 序号 最 大 的 一 R ,得 一 人 W， 

(说 ) [一 殉 不 成 立 ， 
所 以 1Ei,E;,N| 是 一 个 PI 冲撞 ,一 WW 是 PI 归结 式 . 

注意 ,在 上 例 中 | Ei, Ni 不 是 Pl 冲撞 ,因为 1 满 是 N 与 五 | 的 归结 式 
RV 一 W. 同 理 |E,,N| 也 不 是 PI 冲 接 . 又 ,如 果 把 顺序 PP 调整 为 Q<R< 环 , 则 
Ei,EE, N| 就 不 再 构成 PI 冲撞 了 ,这 时 N 与 E， 归结 这 第 一 步 就 走 不 通 , 因 为 被 
消 文字 一 Q 中 的 谓词 符号 Q 不 是 Ei 中 两 个 谓词 符号 Q 与 W 中 的 最 大 者 . 

例 7.2.3 设 El= 一 Q,Es= 一 R,E3= /W,N=QVRVWEI=IQ,R, 
Wi, 则 因为 E1, E, Es 都 是 单子 句 ,可 验证 对 任何 Q,R,W 之 间 的 硕 序 也 而 言 
1E1,E2,EE3, Nj} 都 是 PI 冲撞 且 PI 归结 式 为 中 ， 
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像 例 7.2.3 这 种 由 一 次 PI 冲撞 就 得 出 空子 句 口 的 情形 是 很 少 的 . 当 就 一 个 子 
句 集 S 作 归 结 证 明 时 一 般 都 需 进 行 多 次 PI 神 撞 ， 

定义 7.2.4 设 $ 是 子 句 集 ,T 是 一 个 解释 ,P 是 S 中 出 现 的 谓词 符号 的 一 个 
排序 ,S 的 PI 推理 是 这 样 一 种 推理 :推理 采用 PI 归结 方法 , 且 相 应 的 PI 归结 可 以 
用 到 S$ 的 子 句 以 及 前 面 作 PI 归结 时 所 得 出 的 PI 归结 式 . 用 PI 推理 得 出 空子 句 口 
的 过 程 叫 $ 的 PI 证明 ， 

例 7.2.5 重新 考虑 例 7.1.1 中 的 S. 设 1= |P,Qf ,谓词 符号 的 排序 为 
人 Q< 了, 则 图 7.1 表示 S 的 一 个 PI 证 明 , 其 中 用 到 了 3 次 PL 冲撞, 即 | 一 PV 一 Q， 
PY 一 Qi,| 一 Q, 一 PY QI 和 | 一 Q ,一 P,PY Qi, 且 归结 式 都 在 上 下 主线 上 . 注 
意 ,对 于 第 一 个 PI 冲撞 而 言 , 一 定 要 把 一 PY 一 Q 中 序 导 大 的 文字 一 P 消去. 对 于 
第 二 ,第 三 个 PI 冲 擅 而 言 ,因为 一 Q 只 含有 一 个 谓词 符号 ,所 以 可 将 其 在 Pi 归结 
中 消去 . 

例 7,2.6 仍 考虑 上 例 ,但 把 谓词 符号 的 排序 改 为 PP< Q. 这 时 Fi 仍 
为 了 PV 一 Q( 因 为 它 是 惟一 不 被 所 满足 的 子 句 ). 但 作为 N 不 能 再 使 用 PV 
一 QQ, 否则 将 在 归 结 中 把 序号 小 的 -~P 消去 ,就 不 符合 PI 冲 覃 的 规定 了 , S 的 新 的 
PI 证 明 如 图 7.2 所 示 . 


E= PY 一 总 MPY 一 总 E= PY 一 N==PYO 


NP YO 


E70 BAP Npvo 


图 7.1 图 7.2 


注意 ,在 最 后 一 个 PI 冲撞 |E1”= 一 P, Ey =-Q,N”=PYV QQ| 中 ,由 于 前 商 
项 汐 会 一 个 文字 ,谓词 顺序 不 起 作用 ,所 以 也 可 把 它 改 为 | 一 Q ,一 P,PVQ] ,这 时 
7.2 也 有 相应 的 变化 ,同时 上 下 主线 也 可 画 成 锋线 ,如 图 7.3 所 示 . 

注 7.2.7 在 PI 证 明 中 ,对 于 每 次 的 PI 推理 而 言 ,每 一 对 进行 归结 的 子 句 中 
始终 有 一 个 不 被 [所 满足 .这 一 情况 与 命题 7.1.2 的 要 求 相 一 致 即 , 同 类 不 归结 . 
但 它 提出 了 更 强 的 要 求 , 即 ,在 进行 归结 时 不 符合 谓词 符号 间 预 先 指定 的 虎 序 的 文 
字 不 能 消去 .这 样 就 进一步 缩小 了 可 进行 归结 的 子 句 对 的 范围 . 如 果 对 于 每 个 不 可 
满足 的 子 句 集 S 而 言 都 存在 PI 证 明 , 那 就 在 很 大 程度 上 简化 了 4 的 归结 证 明 , 因 
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E=7PY=0O N= TPYO 


为 着 S 中 含有 上 个 谓词 符号 , 虽 特定 的 排序 只 是 全 部 可 能 排序 的 1/%1. 后面 的 命 
题 7.2.12 肯定 了 这 一 事实 ,其 证 明 需 要 两 个 引 理 . 

引 理 7.2.8 设 S 是 有 限 的 基 子 句 集 ,1 是 一 个 Herbrand 解释 ,已 是 S 中 请 
词 符号 的 一 个 排序 . 如 果 S 不 可 满足 , 则 S$ 有 一 个 PI 证 明 . 

证 明 ”我们 用 归纳 法 证 明 本 引 理 .用 A 表示 S 中 的 基 原 子 之 集 ,如果 4 中 只 
含 一 个 基 原 子 QQ, 则 S 含有 单子 句 Q 与 一 Q, 这 时 5 显然 有 一 个 Pl 证 明 . 

设 引 理 当 A 中 含有 不 多 于 个 基 原 子 时 成 立 ,现在 A 中 含有 n+1 个 基 原 
子 . 

先 假定 $ 中 有 一 个 单子 名 且 fF 不 成 立 .根据 $5.6 中 的 单 文字 规则 , 删 
去 S 中 含有 上 的 基 子 句 , 并 目 删 去 所 有 含 -上 的 基 子 句 中 的 -> 上 就 得 到 一 个 不 可 
满足 的 基 子 句 集 3 ,与 S 相应 的 基 原 子 的 个 数 不 多 于 nn( 因 为 至 少 上 中 的 基 原 子 
已 被 删 去 了 ), 由 归纳 假设 ,S 有 一 个 PI 证明, 即 ,S 有 一 个 可 归结 出 空子 句 口 的 
PI 推理 . 设 相应 的 PI 冲 挤 为 {Ei1,…, EE,N'| .注意 : 设 子 名 CES 一 S, 即 C 是 
5S 中 的 子 名 但 不 是 S 的 子 句 , 则 由 S 的 生成 方法 知 C' 是 由 S 中 的 某 子 句 删 去 了 
一 上 而 得 到 的 ,这 时 拉 ,Cj 是 S 中 的 PI 冲撞 且 C' 是 其 Pl 归结 式 ,可 见 S 中 不 属 
于 S 的 子 句 都 是 $ 中 的 Pl 归结 式 . 所 以 由 定义 7.2.4 全 5’ 中 的 PI 推理 也 是 S 中 
的 PI 推理 ,特别 是 由 PI 冲撞 | EF1,…, Ei,N' | 归结 出 空子 名 口 知 从 S 出 发 经 PI 
推理 也 可 得 出 空子 句 口 ， 

现在 设 S 中 不 含有 关于 解释 不 真 的 单子 句 . 在 A 中 选取 一 个 基 原 子 B 使 得 
S 中 有 一 个 子 句 含有 B, 并 且 B 中 的 谓词 符号 的 序 导 最 小 .这 时 B 与 一 B 中 有 一 
个 关于 1 非 真 , 记 为 工 .在 S 中 删 去 所 有 含有 文字 -一世 的 子 句 ,再 在 其 余 含有 革 的 
子 名 中 删 去 上 ,得 一 新 子 句 集 S .不 难 证 明 S“ 仍 是 不 可 满足 的 ,这 时 $ 中 含有 不 
多 于 n 个 基 原 子 , 由 归纳 假设 , 5S 有 一 个 PI 证明 1D', 即 ,存在 一 个 PI 冲撞 
[Ei EN | 使 相应 的 PI 归结 式 为 口 .因为 了 不 满足 工 ,所 以 由 5S 的 生成 方 
法 知 存在 S 的 一 个 PI 冲撞 且 相 应 的 PI 归结 式 从 口 变 为 二 ,这 是 因为 中 谓词 答 
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号 的 序号 最 小 ,不 会 被 消去 .以 D* 记 这 个 S 的 PI 推理, 则 由 D* 可 归结 出 工 来 ， 
考虑 子 句 集 SI .因为 SU 人 | 中 含有 单子 句 工 旦 JE 不成立, 所 以 由 前 一 
段 的 证 明知 SU {LI} 有 一 个 PI 证 明 口 .因为 DD 可 能 用 到 的 上 是 5 的 PI 归结 式 ， 
所 以 吕 也 是 S 的 PI 证 明 . 这 就 证 明了 引 理 7.,2.8， 

定义 7,2.9 设 5 是 子 句 集 . 

t 以 LS] 表示 从 S$ 出 发 可 得 出 的 归结 式 以 及 S 中 子 名 的 全 体 之 集 .以 [5]， 
表示 从 5 出 发 经 过 不 超过 次 (n 实 0) 归 结 而 得 的 子 句 的 全 栖 之 集 . 

(让 设 CC? 是 S 的 二 子 句 ,用 C=(Ci,C;) 表 示 C 是 C1 与 GC; 的 归结 式 . 

(iii) 药 定 (C,C)=C. 

定义 7.2.10 设 S, 与 S; 是 二 子 句 集 ,f:S)>S; 是 映射 ,映射 F:[S] -> 
[Sz] 叫 了 的 保 归结 扩张 , 若 

(0) FISI=f; 

(让 当 C= (C0,C2) EES), 时 ,FC(C)=(F(C), F(C,)). 

引 理 7.2.11 设 S 是 有 限 子 句 集 ,5' 是 S 中 子 句 的 基 例 构成 的 有 限 集 , 对 每 
个 CES , 选 定 CES 使 C 是 C 的 基 例 ,并 以 f(C) 记 此 C, 则 得 一 映射 fi:S'— 
5. 设 n 实 1 已 给 定 ,这 时 

(iD 了 有 一 个 保 归 结 扩张 下 :[S] [5]; 

( 刘 对 每 个 已 E[S ,下 是 FE 的 基 例 . 

证 称 S 中 的 子 铝 为 S 的 0 级 子 句 , 设 S 的 上 级 子 句 已 定义 ,FE 与 E> 是 S$ 
的 两 个 不 超过 上 级 的 子 句 ,只 其 中 至 少 有 一 个 是 S' 的 级 子 句 , 则 当 (Er ,Es ) 存 
在 时 , 称 其 为 S 的 +1 级 子 句 (k=0,1,…). 以 [S'], 记 S 的 志 & 级 的 子 句 的 全 
体 之 集 . 由 提升 引 理 知 ,着 El'= {C1 ,C2 ) 和 E,” 二 (Ca, C2 ) 是 5S 的 两 个 和 1 
级 的 子 铝 , 则 [LS] 中 有 子 句 CCa2yC2yC2 ,了 和 EE; 使 


C= fC,) i,j=1,2, (7.2.1) 
Ei=(Cn, Cy), FE,= (C1, Cy»), (7.2.2) 
EE: 其 FE. 的 基 例 ,1=1,2. (7.2.3) 


分 别 以 有 (EL) 和 所 (Es ) 记 EE 与 EE, 且 设 万 |S =, 则 所 :[S']>[S] 是 了 的 
保 归 结 扩张 , 且 对 每 个 和 1S 1, 开 是 万 ( 下 ) 的 基 例 . 设 当天 包产 时 了 已 有 保 归 
结 扩张 上 有:[S']: 一 [SI], 且 对 每 个 E ELS']i,E' 是 和 (E') 的 基 例 . 设 El = (CI 
Cz ) 和 和 Eo = (C2 ,Cz ) 是 S' 的 不 超过 +1 级 的 子 句 , 且 其 中 至 少 有 一 个 是 
S$ 的 m+1 级 子 名, 则 由 提升 引 理 知 [ S$] 中 有 子 句 Cus C2 Ca Ca,E1 和 EF, 使 
.2.1),(7.2.2),(7.2.3) 各 式 成 立 .分 别 以 所 :CE 和 六 (CE?) 记 和 
Ez, 上 且 设 所 |[S ,= 记 , 则 天 i1 是 f 的 保 归 结 扩 张 , 且 对 每 个 EE[S’],,， 
E 是 f+1(E' ) 的 基 例 . 令 下 = 户 , 则 下 即 满足 引 理 7.2.11 中 的 两 个 条 件 . 

命题 7,2.12 (PI 归结 的 完备 性 定理 ) 设 S 是 有 限 子 句 集 , 则 S 有 一 个 PI 证 
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明 当 日 仅 当 $ 不 可 满足 . 

证 没 S 有 一 个 PEI 证 明 , 则 S$ 有 一 个 证 明 ,所 以 由 归结 原理 的 完备 性 知 5 
不 可 满足 

反 过 来 , 设 S 不 可 满足 , 则 由 Herbrand 定理 知 S 有 一 个 不 可 满足 的 有 限 基 
合集 S ,由 引 理 7.2.8, S "有 一 个 PI 证 明 , 即 ,存在 Pi 冲撞 D'= {El ,…, 请 ,”， 
N | 使 相应 的 PI 归结 式 为 空子 句 口 . 设 六 SS 如 引 理 7.2.11 所 述 , 且 从 $ 归 
结 出 口 最 多 经 过 n 次 归结 ,下 :[S ],>[S] 是 其 保 归 结 扩张 .这 时 E, “是 F(E,') 的 
基 例 , 旦 由 让- 囊 不 成 立 知 TF(E; ) 也 不 成 立 (i 一 1,… ,mm), 又 ,N 是 F(N') 的 
基 例 ,所 以 由 下 是 保 归结 扩张 知 DD= FE ),…,F(E, ),F(N')| 是 S 的 PI 推 
理 , 旦 由 万 是 从 $S 到 口 的 PI 推理 知 DD 是 从 S 到 口 的 PI 推理 ,所 以 S 有 一 个 PI 
证 明 . 

推论 7.2.13 命题 7.1.2 成 立 . 

证 设 5=1C1,…,C,| 是 不 叮 满 足 的 于 句 集 ,了 是 任意 给 定 的 解释 . 任意 固 
定 一 种 对 $ 中 出 现 的 亩 词 符号 的 排序 P, 则 由 命题 7.2.12 知 S 有 一 个 PI 证明 . 
由 PI 证 明 的 定义 知 在 从 S 经 PI 推理 到 口 的 整个 归结 推理 过 程 中 始终 未 对 两 个 
同时 被 [所 满足 的 子 甸 进行 过 归结 .所 以 这 个 PI 证 明 就 是 符合 命题 7.1.2 中 要 求 
的 $ 的 归结 证 明 . 反 过 来 ,车 S 有 命题 7.1.2 中 所 述 的 归结 证 明 , 则 上 由 归结 原理 的 
完备 性 知 S 不 可 满足 . 

注 7.2.14 在 PI 归结 中 由 于 了 和 上 可 以 随意 选择 ,所 以 根据 子 句 集 S 的 特 
后 选择 适当 的 了 或 序 往往 可 以 在 很 大 程度 上 简化 归结 证 明 或 作出 判断 . 以 命题 
7.1.2 的 应 用 为 例 , 设 S=|P,PYV 一 Q,QV 一 R,RYV 一 S, 一 SV WW, 一 W|. 因 
为 大 多 数 子 句 中 都 含有 带 和 否定 词 一 的 文字 ,可 设 解释 [= | 一 P, 一 Q ,一 R ,一 S， 
了 多 1, 这 时 5 中 的 后 5 个 子 句 之 间 都 不 可 作 归 结 ,而 第 一 个 子 名 了 又 不 能 和 这 后 
5 个子 名 中 的 任 一 个 作 归 结 , 所 以 S 没有 满足 同类 不 归结 原则 的 证 明 , S 是 可 满足 
的 .事实 上 ,将 [中 的 一 P 改 为 P 就 得 到 S 的 一 个 模型 . 基于 这 种 思想 ,就 有 所 请 
正 的 和 负 的 超 归结 方法 ,还 有 类 似 的 支持 集 归 结 方法 等 .关于 这 些 方法 及 其 在 计算 
机 上 的 实现 可 参看 文献 [121. 


习题 二 十 


T. 判断 以 下 的 | 瑟瑟 人 | 是否 构 成 一 个 PI 冲撞 ,并 在 肯定 情形 下 求 出 
PI 归 寻 式 来 ; 
(1) El=A,E=B,E3=C,N=—AV—BY—CV—W, 
解释 了 = {—A,—B,—C,W| ， 
顺序 也 为 A<B<C<W. 
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(2) 千 (1), 但 将 顺序 任意 改变 ,如 , 改 为 W<C<B<Ah， 
(3) EI=AVC, FE =BVYC,N= ii 一 AV 一 BVC|， 

解释 |= | 一 由 ,一 下 ,一 伍 | ， 

顺序 王 为 C<B<A. 

(4) 同 (3) ,但 将 顺序 已 改 为 

(i) C<A<B:; 

Gi) A<B<C. 

(35) EI=A(la), Fy= Ba pV Coc N=—A{r) VB(r, y) VY E(x), 

解释 1==| 一 A(a),A(5), 一 B(a,85), 一 CO,c) ,一 E(a)| ,这 里 略 去 了 无 
关 的 基 原 子 , 如 B{a,a),B(5,5) 和 昌 B(5,c) 等 . 
顺序 PP 为 C<E<B<A. 

2. 设 S=1AVB, 一 AV 一 C,BYC,CYE, 一 BV 一 EF, 一 CV-B|, 解 灵 
1=|A,B, 一 C,E|. 各 出 S 的 一 个 妇 结 证 明 , 使 任 二 被 归结 的 子 各 不 同时 被 了 所 
满足 . 

3.S 与 了 与 第 2 题 相 同 , 再 规定 各 谓词 符号 之 间 的 顺序 已 为 A<C<B< 开 ， 
与 出 S 的 一 个 PI 证 明 来 ,并 用 语义 树 表示 . 

4 ,3 与 了 与 第 2 题 相同 ,但 规定 下 < A<B<C, 则 PI 证 明 的 语义 树 变 得 更 复 
杂 ,但 这 种 树 存在 . 画 出 这 个 语义 树 来 . 

3. 设 S=i~A(la)V Bla)V C(6),—A(a)V Bla)y Q(a,b), Ala), 
Plz},>Q(ay) VY Ply), = P(r) YB(r),— P(r) YC) ,NS 的 Her. 
brand 域 万 = fa,bi. 令 

六 | 一 4A(o), 一 4(0) 一 P(e), 一 P(5) ,一 B(a) ,一 B(6) 一 Co) 

C6), Qaa) 一 和 (ea 的 ,一 Q(5a) 一 QQ( |， 

(i) 各 出 $ 的 一 个 归结 证 明 , 使 性 二 被 归结 的 子 自 不 同时 被 了 所 满足 . 

(ii) 再 规定 谓词 将 号 间 的 顺序 为 4<RB<C<P<OQ, 求 出 S 的 一 个 PI 来 
证 明 . 


$7.3 锁 归 入 


我 们 在 本 章 开 始 时 通过 例 7.1.1 说 明了 如 果 不 对 归结 方式 作 任何 限制 ,那么 
归结 证 明 的 过 程 就 可 能 非常 繁 长 , 同时 我 们 已 经 看 到 ,如 果 对 归结 方法 作 某 些 限 
制 ,比如 ,同类 不 归结 以 及 PI 归结 等 都 可 简化 归结 证 明 . PI 归结 当然 符合 同类 不 
归结 原则 ,此 外 它 还 就 谓词 符号 的 排序 进一步 对 归结 方法 提出 了 限制 .一 个 明显 的 
事实 是 ,限制 越 多 ,可 以 进行 归结 的 子 句 对 就 越 少 ,从 而 归结 过 程 就 越 简单 . 当然 ， 
这 种 限制 以 不 影响 归结 原理 的 完备 性 为 前 提 , 在 本 节 中 我 们 不 预先 固定 任何 解释 ， 
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但 从 顺序 的 角度 加 强 对 被 删 去 文字 的 要 求 ,即使 同一 谓词 符号 在 不 同 的 子 名 中 (其 
至 在 同一 子 句 的 不 同文 字 中 } 也 有 不 同 的 序号 .这 个 序号 写 在 各 文字 的 前 面 左下 
角 , 如 , 44 ,zs7B, szC 等 ,并 规定 在 作 归 结 时 各 子 句 中 被 消去 文字 在 该 子 名 中 的 
序号 最 小 . 

例 7.3.1 做 考 虑 例 7,1.1 中 的 S$. 把 S 的 4 个 子 句 中 的 文字 ( 共 8 个 ) 编 号 
写 出 如 下 ， 

(1) PVA 

(2) PY 7Q 

(3) ezPYsQ 

(4) eoP YQ 
按照 作 归 结 时 应 删 去 子 句 中 序号 小 的 文字 的 规定 ,原来 可 以 作 归 结 的 许多 子 句 对 ， 
即 (1) 与 (2),{1) 与 (3),(1) 与 (4),(2) 与 (3) 以 及 (2) 与 (4) 因 为 不 符合 消去 序号 最 
小 文字 的 要 求 而 均 不 介 许 作 归 结 ,好 像 它 们 都 被 锁 住 了 , 唯 有 (3) 与 (4) 可 以 作 归 
结 , 这 时 被 消去 文字 ;Q 与 77QQ 在 (3) 与 (4) 中 均 为 序号 小 的 文字 .所 得 归结 式 为 

($5) ezP 
这 里 进一步 规定 了 同一 个 文字 若 在 某 子 名 中 出 现 多 于 1 次 , 则 只 保留 序号 最 小 的 
一 个 .现在 (1 与 (5) 以 及 (2) 与 (5) 均 可 作 归 结 ,得 

(0 准 (1),{5) 


《7 ooQ (2),(5) 
最 终 得 出 
{8) 品 , (6),{7) 


与 例 7.1.3 相 比 较 , 两 个 方法 都 在 第 8 步 扫 结 出 口 .但 二 者 遵循 的 原则 不 同 ， 
前 者 遵循 了 同类 不 归结 原则 ， 而 后 者 遵循 的 是 消去 小 序号 文字 的 原则 .在 进行 归结 
时 判断 一 个 子 色 是 否 被 某 给 定 的 解释 ! 所 满足 似乎 并 不 难 ,但 消去 小 序号 文字 则 
更 易 掌 握 . 有 趣 的 是 ,如 果 有 限 子 句 集 $ 不 可 满足 , 则 无 论 给 S 中 出 现 的 文字 怎样 
网 号 ,遵循 删 去 序号 最 小 文字 的 原则 总 可 妇 结 出 空子 名 口 来 . 

例 7.3.2 仍 考 溃 上 例 中 的 S ,但 文字 序号 改变 如 下 : 

(1) sPYQ 

(2) PY s—Q 

(3) =PYsQ 

(4) 2—P VQ 
这 时 (1) 与 (2),(3) 与 (4) 都 可 作 归 结 : 

(5) oP (1), (2) 

(§) a—P {3), (4) 
最 后 得 


148 ， 第 七 章 ”归结 方法 的 简化 


(7) [1 (5),(6) 

对 于 本 例 中 的 8 个 文字 而 言 , 有 81 = 40320 种 排序 方法 ., 按 其 中 任何 一 种 排 
序 都 可 按 删 去 序号 最 小 文字 而 归结 出 口 来 .读者 不 妨 一 试 . 

以 上 的 归结 方法 属于 所 谓 锁 归结 的 范围 . 为 说 明 锁 归结 的 基本 思想 ,我们 选择 
了 不 会 变 元 的 子 句 作 例 子 ,以 下 介绍 一 般 的 归结 理论 , 设 各 子 句 中 的 文字 都 已 编 了 
导 ， 

定义 7,3,3 设 C 是 子 句 . 

( 设 C 中 含有 不 同 编号 的 则 一 文字 , 则 删 去 编号 较 大 的 文字 ,这 一 方法 叫 合 


并 . 
ii) 设 C 中 若干 文字 有 一 个 mgu az, 对 Cr 进行 合并 所 得 的 子 句 叫 C 的 锁 因 
子 . 

(ii) C 的 锁 因 子 的 锁 因子 也 叫 C 的 锁 因 子 . 

例 7.3.4 设 C=i4(z)VY; 一 B(a)V34A(a)V4 一 B(y), 则 4A(z) 与 ; Ata) 
有 一 个 mguc = |axzj ,这 时 Cr= JA{a}V,B(a) V3Ala) Vs 一 B(y). 将 
14taj 与 ;4(a) 合 并 为 14(a ) 就 得 到 C 的 锁 因 子 C = ,A (4) VB(a) VB 
(由 77Bta) 与 一 B(y) 有 一 个 mgu4=|a/yl ,Ch=14(a) VB(a) VB 
(a). 将 ,一 B(a) Vs 一 B(a) 合 并 为 ,一 B(a) 得 到 C' 的 锁 因 子 ,A (a)V, 一 B{a)， 
它 也 是 C 的 锁 因 子 . 

定义 7,3,5 设 C 与 C, 是 不 售 相 同 变 元 的 二 子 名 ,分 别 含有 文字 Li 与 1;, 
且 Li 与 L2 分 别 是 CI 与 CC» 中 编号 最 小 的 文字 . 如 果 Li 与 一 上; 有 一 个 npU o, 
将 Cic 与 Ca 作 轨 结 并 进行 合并 ,所 得 的 子 各 CC 叫 C 与 C2 的 二 元 锁 归 结 式 . 

例 7.3.6 设 Ci=1A(z) VIB(r)V3E(x),Cy=4A(a)YsB(a), 再 进行 
合并 得 C=2B(a)V3E(a),C 就 是 Ci 与 C 的 二 元 锁 归 结 式 ， 

定义 7.3,7 设 C 与 C; 是 二 子 句 . 按 以 下 4 种 方法 所 得 的 子 句 都 叫 哲 Ci 与 
C2 的 锁 归 缚 式 ; 

(i) C1 与 C2 的 二 元 锁 归 结 式 ; 

ti Ci 与 C; 的 锁 因 子 的 二 元 锁 归 结 式 ; 

(ii) C1 的 锁 因 子 与 C, 的 二 元 锁 归 结 式 ; 

(iw) Ci 的 锁 因子 与 C; 的 锁 因子 的 二 元 锁 归 结 式 . 
求 锁 归 结 式 的 过 程 叫 锁 归结 . 

定义 7.3.8 设 S 是 有 限 子 句 集 , 其 中 全 部 文字 已 编号 . 从 S 出 发 的 归结 推 
理 叫 和 锁 推 理 . 如 果 推 理 中 的 归结 均 为 锁 归 结 ,从 3 出 发 经 锁 推 理 得 出 空子 名 口 ] 的 
过 程 叫 S 的 锁 证 朋 . 

例 7.3,9 重新 考虑 例 6.3.9(iv) ,但 对 后 两 个 子 句 作 了 添加 ,并 对 记得 子 句 
集 S 中 的 文字 作 如 下 编号 ,试用 锁 归 结 方法 验证 $ 有 一 个 锁 证 明 ， 
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{1) 7A(r) VB r} VQ Uz, Fx)) 

(2) A(z)VsB(r) YeC(f(r)) 

(3) szA (a) 

(4) sPla) 

(5) y7Q Ca, Vw Py) 

(6) rr P(r) VB(r) VB(a) 

{7) P(r}V ss C(x Vi oC fa)) 
由 锁 归 结 方法 可 依次 得 出 以 下 各 子 句 , 最 终 可 得 出 S 的 一 个 锁 证 明 , 其 中 9) 与 
(12) 都 用 到 了 合并 ， 


(8) Bla) V3Q a, f(a)) (1),(3) 
(9) 12 — Bla) (4),(6) 
(10) aQ (a, fta)) (8),(9) 
(11) ip PCf la)) (5),(10) 
(12) 15 —C(f(a)) (7) ,11) 
(13) sB(la) VeC{tfta)) (2),{(3) 
(14) eC( f(a)) (9),(13) 
(15) 上 口 (12), (14) 


注意 ,本 例 中 共有 16 个 文字 ,各 种 不 同 的 排序 多 达 16! 种 , 按 任何 一 种 排序 
都 可 得 出 S 的 锁 证 明 . 作 为 练习 ,请 读者 完成 习题 二 十 一 的 第 2 题 . 又 , 锁 归 结 方 
法 是 完备 的 , 即 , 若 有 限 子 句 集 5 有 锁 证 明 ,S 自然 是 不 可 满足 的 . 反 过 来 , 若 S 不 
可 满足 , 则 对 S 中 的 文字 无 论 采 取 何 种 排序 ,必然 可 以 作出 S 的 相应 的 锁 证 明 来 . 
我 们 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 7.3.10 设 Ci 与 C; 是 二 子 名 ,其 中 出 现 的 文字 已 统一 编号 ,Ci 与 Cy 
分 别 是 Ci 与 C; 的 倒 , 且 C' 是 C1 与 C2 的 锁 妇 结 式 , 则 Ci 与 C; 有 锁 归 结 式 C， 
且 C' 是 C 的 例 ， 

证 明 锁 妇 结 与 一 般 归 结 的 不 同 之 处 有 两 点 ,一 是 遵循 小 序号 文字 优先 删 去 
原则 ,一 是 合并 .但 合并 也 不 是 新 方法 , 按 原 来 的 观点 看 ,只 不 过 要 求 重复 的 文字 应 
当 删 去 而 已 ,并 留 下 序号 小 的 文字 , 回顾 提升 引 理 6.4.1 的 证 明 ,那里 子 铝 C 的 得 
出 完全 是 仿照 由 Cr 与 Cs 归结 出 C 的 方式 而 实现 的 ,所 以 当初 如 果 由 C 与 C>' 归 
结 出 时 遵循 了 小 序号 文字 优先 删 去 的 原则 ,那么 由 Ci 与 C; 归结 出 C 时 自然 
也 保持 了 这 种 小 序号 优先 删 去 原则 .所 以 由 提升 引 理 即 得 引 理 7.3.10. 

引 理 7.3.11 设 $ 是 有 限 的 基 子 句 集 , 其 中 全 部 文字 已 经 编号 .如 果 S 不 可 
满足 , 则 S 有 一 个 基于 该 编导 的 锁 证 明 . 

证 明 用 a(S) 表 示 S 中 的 全 部 编号 文字 的 个 数 减 去 $ 中 子 句 的 个 数 所 得 之 
其, 如 果 a(S)=0, 则 S 中 全 部 为 单子 句 ,这 时 编号 在 归结 时 不 起 作用 ,所 以 由 归 
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结 原理 的 完备 性 知 S 有 一 个 证 明 ,该 证 明 也 是 S 的 锁 证 明 . 设 当 at5S)<n 时 引 理 
成 立 (n 实 1), 今 a{S)= nn, 这 时 由 a(S)>0 知 5S 中 至 少 有 一 个 子 名 不 是 单子 句 ， 
设 这 种 子 名 中 含有 编号 最 大 的 文字 的 子 旬 为 C=C'V iL ,这 里 上 是 那个 最 大 的 编 
导 . 从 5S 中 删 去 子 甸 C 并 分 别 添加 子 句 C' 和 单子 句 江 ,分 别 得 到 子 句 集 $1 与 $;， 
显然 SI 与 S; 都 不 可 满足 (为 什么 ?) ,51 与 S 的 差别 在 于 用 子 句 C 取代 了 于 何 
C, 所 以 S 与 S 相 比 较 , 子 句 个 数 相同 但 少 了 一 个 文字 记 .32 与 S 的 差别 在 于 用 
单 文字 红 取代 了 子 句 C, 所 以 $ 与 S 相 比较 , 子 句 的 个 数 仍 不 变 , 但 少 了 至 少 一 
个 文字 ,因为 C 中 带 编号 的 文字 全 丢掉 了 .由 此 可 知 ,a(Si)<ayafSy)<1z ,从 而 
由 归纳 假设 知 S: 与 5; 分 别 有 锁 证 明 Dj 与 Ds .如 果 D1’ 不 涉及 C 中 的 文字 , 那 
么 D1 就 是 S 的 锁 证 明 , 如 果 D1 用 到 了 C' ,那么 将 Di "进行 改造 ,把 江 作为 一 个 
析 取 项 添 如 回 C 而 得 C. 因 为 D 是 从 Si 到 口 的 锁 归 结 ,添加 的 并 有 最 大 编导 , 添 
加 江 后 在 各 次 归结 中 iL 总 不 被 消去 ,所 以 就 得 到 一 个 从 S 到 4L 的 锁 推 理 , 既然 可 
得 出 二 ,那么 从 S; 到 口 的 锁 推理 也 就 是 从 S 到 口 的 锁 推理 .所 以 S 仍 有 一 个 锁 
证 明 ， 

命题 7.3,12 ( 锁 归 结 的 完备 性 定理 ) 设 5 是 有 限 子 句 集 ,其 中 文字 已 全 部 
编号 , 则 5 不 可 满足 当 且 仪 当 $ 有 基于 该 编号 的 一 个 锁 证 明 ， 

证 明 只 需 证 明 S 不 可 满足 时 S 有 一 个 基于 给 定编 号 的 锁 证 明 . 设 S 不 可 满 
是, 则 由 Herbrand 定理 开 知 S 有 一 个 不 可 满足 的 有 限 基 例 集 S. 设 S 中 的 基文 
字 保 持原 来 的 编号 , 即 , 若 S 的 子 名 C = Li V… VL, 是 S 的 子 名 C=， LIV… 
VeLs 的 基 例 , 则 令 C 中 文字 LY ,… ,上 ,的 编号 分 别 为 有 ，…, ,也 就 是 C= 
ALi VVsLa .由 引 理 7.3.11,S 有 一 个 基于 上 述 编号 的 锁 证 明石 设 映 射 六 


5 一 S 如 引 理 7.2.11 所 述 , 则 f 有 一 保 轨 结 扩张 FF;[S'], 一 [S] 使 对 每 个 
EELS ],,E' 是 F(E') 的 基 例 .下 也 是 保 锁 归 结 的 扩张 . 事实 上 ,只 要 在 引 理 
7.2.11 的 证 明 中 用 到 提升 引 理 的 地 方 改 为 使 用 引 理 7.3.10 就 可 得 到 F 的 这 种 保 
锁 归 结 的 扩张 ,把 锁 证 明 D' 中 的 每 个 基 子 句 E' 用 下 CE ) 取 代 就 得 到 S 的 一 个 
锁 证 明 . 


习题 二 十 一 


1. 设 呈 中 含有 4 个 子 句 和 如下， 
(SPYV6Qi 

(2) PY Q; 

(3) PVQ; 

(4) gzP YQ. 
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试 号 出 $ 的 一 个 锁 证 明 来 ， 

2. 设 S 中 含有 7 了 个 子 名 如 下 ; 

(1) r=ACr)VaB( A) VQ (rr, F(x))) 

(2) eA(r}VsB lr) VaC( f(z)); 

(3) 7A{a); 

(4) sP la); 

(5) 7 Qa, y) VoPly); 

(6) 7PlrI VazB(r} VY nzB(a); 

(7) Pr Pz Vs Cz) VC F(a)). 
试 写 出 S 的 一 个 锁 证 明 来 . 

3. 癌 第 2 题 ,但 把 (1),{2),(5),(6),(7) 各 子 顽 中 的 前 两 个 文字 的 编号 互 接 
《如 ,把 (1 改 为 ;一 4(z)VIiB(z)VaQtz Ar)) 等 ). 
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设 有 子 句 集 S= 1AVY BYD, 一 AVD,B,CV—D,—CY DI .下 面 的 图 
7.4 给 出 了 S 的 一 个 归结 证 明 .从 图 7.4 看 出 ,这 种 归结 有 一 条 主线 ,从 上 到 下 的 
子 句 依次 为 


4V 一 BvD Awp 


Co=AV 一 BYVD,C= 一 BYD,C=D,C=C,C= -DCi= 口 . 
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又 ,侧面 子 名 从 上 到 下 依次 为 

Bo=~AVD,B=B,B,= CY—D,By=—CVY—D,B=D, 
我 们 称 Co,C] + ,Cs 为 中 心 子 钉 ,Cn 叫 顶 点 子 句 , Bo, B) ;, "4 为 边 子 名 ,其 特 
点 为 :Ci+1 是 C, 与 昌 ， 的 归结 式 ( 一 1,…,4), 且 B;E 名 或 B 是 一 个 中 心 子 名 (0 
这 里 j<<i. 事 实 F 上 ,C41 是 ,与 B, 的 归结 式 基 显然 的 ,因为 这 正 是 图 7.4 所 表示 
的 归结 过 程 所 表示 的 .又 , Bo,Bi,B;,B3 都 属于 S, Bs 不 属于 S, 但 B= Cy, 这 里 
2<4. 

这 种 归结 就 是 本 节 中 要 介绍 的 线性 归结 ,其 优点 在 于 有 一 条 主线 和 一 条 边线 ， 
条 理 清 楚 , 易 于 施行 .把 图 7.1 一 7.3 与 图 7.4 相 比 较 ,由 于 有 PI 冲撞 的 特殊 要 求 ， 
图 7.1 一 7.3 的 头绪 较 多 ,但 是 如 果 不 管 Pl 冲撞 ,这 些 图 都 可 以 改造 为 满足 线性 归 
结 式 样 的 图 ,以 图 7.1 为 例 , 它 可 以 改 为 图 7.5. 


© PV py 一品 BB 


图 7.5 


这 并 不 是 偶然 的 .事实 上 ,每 个 表示 归结 证 明 的 树 如 果 不 含 变 元 , 则 都 可 以 改 
造 为 图 7.4 的 形式 . 换 句 话说 ,如 果 有 限 子 句 集 S 不 可 满足 且 不 含 变 元 ,那么 S 一 
定 有 一 个 如 图 7.4 那样 的 线性 推理 式 的 对 结 证 明 . 本 节 的 结论 将 走 得 更 远 , 对 不 含 
变 元 的 子 句 集 S, 我 们 将 证 明 比 线性 推理 式 的 归结 更 特殊 的 所 谓 有 序 线 件 归 结 ( 简 
称 为 OL 归结 ) 都 是 完备 的 , 即 ,只 要 S 不 可 满足 , 它 就 有 OL 归结 证 明 , 反 过 来 当 
然 是 明显 的 ,只 要 S 有 OL 归结 证 明 , S 就 有 一 个 归结 证 明 ,从 而 S 不 可 满足 . 

我 们 先 给 出 线性 推理 式 归 结 的 严格 定义 ,然后 引信 有 序 子 名 和 有 序 归结 等 概 
念 ,最 后 证 明 对 不 含 变 元 的 子 名 集 而 言 有 序 线性 归结 的 完备 性 定理 . 

定义 7.4.1 设 S 是 有 限 子 句 集 ,CoE S. 称 C 为 S 的 以 Cu 为 顶点 子 名 的 线 
性 推理 妆 结 式 , 若 以 下 条 件 成 立 ， 
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{i) 存在 中 心 子 杀 CC CC,-1; 使 C+1 是 C, SB 的 归结 式 (1 = 1,…， 
n—1). 

(iD Bo,B1,…,B, -1 叫 边 子 名 ,Bi;&€ S, 成 存在 中 心 子 名; 使 Bi = CC 且 j<i 
从 5 得 出 C 的 过 程 叫 从 顶点 子 句 Co 到 C 的 线性 推理 . 

如 ,在 图 7.4 中 ,存在 3 的 从 顶点 子 句 AV 一 BY D 到 空子 句 口 的 线性 推理 
(也 存在 ,比如 ,从 A VY 一 BYD 到 一 也 的 线性 推理 等 ). 又 ,在 图 7.5 中 ,存在 3 的 
从 顶点 子 句 一 P YQ 到 中 心 子 句 Ci ;C2, C3 种 空子 句 口 的 线性 推理 ， 

例 7,4,2 设 S=)Ata),zB{asb),Dia, Ac D(z, zr, f(r)), 
=D(r,y, IV Dy rz) Dr yz VN Br,z), A{r} VD oy, eu)}y 
一 Btx,u)VB(zr,y)Y Btzr,z)|, 则 下 面 的 图 7.6 给 出 了 S 的 以 一 B(a ,65) 为 顶 
点 到 空子 句 口 的 线性 推理 : 


Hab) TARY 一 DO 人 一 Br 


Ma 
A D0 bay Bla nv Blay) 


DY BY 
A Db) Ba) 


La 0), FbY) 
da Db VY 7am) 


Ala Vv Ob, FEY) i fn) 


一 四 


注意 ,图 7.6 是 为 了 结合 后 面 要 讲 的 有 序 归 结 而 设计 的 , 它 显然 不 够 简单 . 比 
如 ,图 7.7 是 5 的 从 顶点 子 句 一 瑟 (a ,5) 到 空子 名 口 的 另 一 种 较 简 单 的 线性 推理 . 

定义 7.4.3 (iD 子 铝 C 叫 有 序 子 名 ,是 指 C 中 作为 析 取 项 的 各 文字 有 从 左 到 
右 的 自然 磷 序 , 越 靠 左 的 文字 序号 越 小 . 

(ii) 设 子 句 蕊 中 有 两 个 或 多 个 文字 有 mgu c ,在 Co 中 只 保留 序号 最 小 的 ( 合 
一 了 的 ) 文 字 , 所 得 子 句 叫 C 的 有 序 因子 . 
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一 下 YY 一 有 人 YY 一 下 二 作风 
Bla.b) 


Ala) 
-Ata = Db,b. mY = Ra) 
Pr ID) 
一 有 让 有 加 V 7 Ban) 


rp Be 
Pla, A)) 


Da, Fe) FB)) 
Tay f(b 


口 


图 7.7 


(十) 优 Ci 与 Ci 是 不 含 相 局 变 元 的 二 有 序 子 句 ,分 别 含 有 文字 与 上 2. 如 
果 工 ! 与 一 L2 有 mgu c, 按 从 左 到 右 的 顺序 依次 写 出 Cjo VY C26, 从 中 删 去 Li 与 
L2c ,并 对 在 多 处 出 现 的 同一 文字 只 保留 最 左边 的 一 个 , 称 所 得 结果 为 Cl 关于 Ca 
的 有 上 序 二 元 归结 式 . 

(iv) 设 Ci 与 C2 是 二 有 序 子 句 . 按 以 下 4 种 情形 所 得 的 子 句 都 叫 C1 关于 CC， 
的 有 诺 归 结 式 : 

1 Ci 关于 Cs 的 有 序 二 元 归结 式 ; 

2 C1 的 有 序 因 子 关于 C; 的 有 序 二 元 归结 式 ; 

3 C1 关于 Cs 的 有 序 因 子 的 有 序 二 元 归结 式 ; 

4 Cl 的 有 序 因子 关于 C2 的 有 序 因子 的 有 序 二 元 归结 式 ， 

例 7.4.4 (i) 设 C=A(r)V 一 B(y)YV A(z)VA(a), 规 定 C 的 4 个 文字 
中 华 堪 边 的 文字 较 小 , 则 Ci 是 一 个 有 序 子 句 ， 

(四邻 =jiaxrave|, 则 Co=Ala}VY zB(y)Y A(a) VY A(ta). 这 时 C1 
=A(a) VY 一 B(y) 蚌 CI 的 一 个 有 序 因子 . 

(ij 设 C=B(w)VB(E)V AClw), 则 C2 =B(5)V A(B6) 是 C, 的 一 个 有 
序 因子 . 设 L1= 一 Bfy),L = BID = fa/y|, 则 Ci 中 的 工 | 与 C "2 中 的 一 并 
可 合 一 ,所 以 A(z)VA(z)V A(u)V A(5) 是 Ci 关于 Cz 的 有 序 归 结 式 .又 ,C1 
关于 Cy 的 有 序 二 元 归结 式 A(a) VY A(5) 也 是 Ci 关于 C2 的 有 序 归结 式 , 注意, 这 
时 A(b}Y A(a) 是 C 关于 Ci 的 有 序 归结 式 , 它 不 同 于 Ci 关于 Cs 的 有 序 归 
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结 式 ， 
注 7,4.5 我 们 曾经 说 过 ,可 以 对 归结 方法 提出 种 种 限制 ,只 要 对 不 可 满足 的 
子 名 集 府 言 ,可 以 由 限制 后 的 归结 方法 推出 空子 句 口 就 行 ,限制 的 目的 在 于 减少 头 
绪 使 计算 机 易于 操作 .从 这 一 意义 上 讲 , 限 制 越 多 越 好 , 有 序 归结 是 一 种 限制 ,在 选 
择 Cl 天 于 Ca 的 归结 式 还 是 Cs 关于 C1 的 归结 式 方面 它 已 经 比 笼统 地 说 求 Cl 
与 C2 的 归结 式 减 少 了 头绪 .有 序 归 结 主要 是 与 PI 归结 相 结 合 而 构 作 所 谓 OI 归 
结 而 显示 其 提高 效率 的 功能 的 ,但 OI 归结 并 不 完备 ,本 书 不 予 介 绍 ,有 兴趣 的 读 
者 可 参看 文献 [12], 以 下 进一步 将 有 序 归结 加 以 改造 ,使 其 与 线性 归结 相 结合 而 得 
出 关于 不 含 变 元 的 子 句 集 的 完备 的 OL 归结 方法 , 即 有 序 线 性 归结 方法 来 . 

下 面 的 定义 与 定义 7.4.3 类 似 ,但 由 于 有 了 加 框 文字 ,相应 的 定义 要 复杂 一 


版 


定义 7.4.6 (i) 设 有 序 子 句 C 中 有 若干 个 文字 (包括 0 个 文字 ) 用 黑 框框 了 
起 来 , 则 称 C 为 有 框 子 句 ,被 框 文字 叫 有 框 文字 ,其 余 文 字 叫 无 框 文字 . 

(0) 设 Cl 与 Cz 是 不 含 相同 变 元 的 二 有 框 子 句 ,分别 含有 无 框 文字 上, 与 L; 
且 工 与 一 L2 有 mgu 5c. 设 C* 是 在 CicY C20 中 将 Lig 用 黑 框 框 起 来 . 删 去 二 25 
并 且 对 在 多 处 出 现 的 相同 文字 只 保留 最 左 方 的 一 个 所 得 的 有 框 子 句 . 设 C 是 在 
C 中 删 去 右 方 不 再 有 无 框 文字 的 所 有 有 框 文字 所 得 的 有 框 子 句 , 称 C 为 C, 关于 
C2 的 有 序 二 元 归结 式 . 

(iii) 设 Ci 与 Cz 是 二 有 框 的 子 名 , 按 以 下 4 种 情形 所 得 的 子 句 都 明 C 关于 
C2 的 有 序 归 结 式 ; 

1 Ci 关于 CC。 的 有 序 二 元 归结 式 ; 

2 C1 关于 Cz 的 有 序 因子 的 有 序 二 抑 归 结 式 ; 

3 Cl 的 有 序 因子 关于 C, 的 有 序 二 元 归结 式 ; 

4 Ci 的 有 序 因子 关于 C, 的 有 序 因子 的 有 序 二 元 归结 式 ， 
以 上 头 于 有 框 文字 的 有 序 因子 的 定义 同 定义 7.4.3(i) ,但 对 有 框 文字 不 作 合 一 ， 

例 7.4.7 (站 设 C1=AVBY-E,Cs= 一 AY -FE, 则 Ci 关于 C, 的 有 序 
二 元 归结 式 为 [A| VY BY—E, 

人 [AiY BV 一 E 关于 下 的 有 序 二 元 归结 式 为 [4] V B( 首 先 得 出 [A]V BY 
[一 月, 因 兰 二 到 右 方 没有 无 框 文字, 所 以 将 [二 月 删 去 ). 

(i) 设 C1=EzB(a, ONY =A(a) VY oD 6 VY Bau), C= D(z, 
x,f(z)), 则 Cl 关于 C, 的 有 序 二 元 归结 式 为 玉 Bla,b6jV A (a)y 
一 DER VY 一 Bta f(6)). 


(iv) 设 Ci 同 Gi),Cz= D(z,z, f(z) VY Dy,y, Fo))VD( 5 F(6)) 则 
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C2: 有 一 个 有 序 因 子 D(8,5,F(5)), 这 时 C 关于 C1 的 有 序 归 结 式 为 
[DB ,BFODI VIB a ,5V 一 A(aJV 一 Ba f(8)). 

定义 7.4.8 设 忆 是 有 框 子 句 ,如 果 C 中 的 末 位 文字 是 无 框 文字 , 且 与 C 中 
某 有 框 文字 的 否定 可 经 s 而 合 一 , 则 称 C 为 可 约 简 子 名 .这 时 从 Cz 中 删 去 末 位 文 
字 以 及 右 方 不 再 有 无 框 文字 的 有 框 文字 , 称 所 得 有 框 子 句 为 C 的 约 简 . 

例 7.4.9 设 C=Alz)VIQCz,y]V BO VICECO VIDGOY -Qa, 
b), 则 因为 C 的 末 位 文字 一 Q (a,5) 与 C 中 的 有 框 文字 Q(x,y) 的 否定 式 
了 Q(z,y) 可 经 4= ja/rx,b/yi 而 合 一 ,所 以 C 是 可 约 简 子 句 .从 =A(la)y 
[Q(a,o) NY B(6) YVESECGO]VIDGDNV -Q(a,6) 中 删 去 末 位 文字 -QO(a,5) 
以 及 最 后 的 两 个 有 框 文字 得 C=A(a)V QCa,5)V B(6).C' 就 是 C 的 约 简 . 

定义 7,4.10 设 S 是 有 限 的 有 麻子 句 集 ,CoE 5. 称 C, 为 S 的 以 Co 为 顶点 
子 句 的 线性 推理 归结 式 , 若 以 下 条 件 成 立 : 

( 存在 中 心 (有 框 ) 子 名 Co,C，…,C, -1 和 边 ( 有 框 ) 子 名 Bo,B) ,日 使 


得 

1 当 C; 可 约 简 时 C; ,是 C; 的 约 简 . 

2 当 C; 不 可 约 简 时 BE S, 且 C;; 1 是 C; 关于 B, 的 有 序 妇 结 式 , 且 被 消去 文 
字 是 C; 的 末 位 文字 . 

3 者 BS, 则 有 CU<i) 使 有 是 C 的 例 . 

《iD 推理 中 不 出 更 逻辑 有 效 公式 ， 
上 述 推理 叫 有 序 线 性 归结 或 简称 为 OL 归结 , 从 S 出 发 经 OL 归结 推出 空子 向 门 
的 过 程 叫 S 的 OL 证明 . 

例 7.4.11 重新 考虑 例 7.4.2, 将 图 7.6 加 框 后 即 得 如 图 7.8 的 S 的 OL 证 
明 图 .请 读者 仓 细 验证 图 7.8 满足 定义 7.4.10 的 全 部 要 求 . 

注 7.4.12 OL 证 明 效率 很 高 ,这 是 因为 

(i) 按 定 义 7.4.10()> 中 的 要 求 , 当 作 C; 关于 B; 的 有 序 归 结 时 ,C, 中 的 被 消 
文字 应 为 末 位 文字 ,这 样 很 容易 在 S 中 找 出 能 与 C; 作 归 结 的 子 名 来， 

(i) 按 定义 7.4.10(i) ,推理 不 出 现 逻 辑 有 效 公 式 ,那么 遇 到 像 ->PV QVR 
写 PY -7Q 这 样 的 子 名 对, 由于-P 与 P 以 及 与 Q 都 互补 ,就 不 作 归 结 ,内 为 
否则 会 得 出 雇 辑 有 效 的 子 名 [PY QV RV 一 Q 或 PV [QjVRYP 来 . 

4ii) 最 重要 的 一 点 在 于 :车 中 心 子 句 C, 不 可 约 简 , 则 只 考虑 它 关于 S 中 的 边 
子 名 的 有 序 妇 结 ,而 当 C; 可 以 约 简 时 ,与 之 配对 的 边 子 句 有 则 无 关 紧 要 ,因为 这 
时 即使 不 作 C 关于 B; 的 有 床 归 结 也 能 通过 将 C 约 简 而 得 出 下 一 个 中 心 子 名 
Civt 来 , 换 句 话说 ,定义 7,4.10(i)3" 中 关于 也 的 描述 可 以 略 去 .这 样 , 每 作 一 次 好 
结 就 用 到 S 中 的 一 个 子 句 . 如 果 每 个 边 子 名 都 取 自 S 则 所 得 线性 归结 叫 输入 归 
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Rau Bay) 
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[EBD]Y 一 4q) 


口 


图 7.8 


结 . 输 入 归结 显然 效率 很 高 ,因为 若 S 中 含有 ， 个 子 句 ,每 次 都 以 这 些 子 句 作为 边 
子 句 很 快 就 可 归结 出 室 子 句 口 来 .由 以 上 分 析 可 见 ,OL 归结 只 比 输入 归结 多 做 了 
一 些 约 简 , 因 而 效率 也 是 很 高 的 ,注意 , 约 简 是 针对 有 框 子 句 而 设 的 ， 出 此 也 可 见 加 
框 方法 的 用 处 之 一 兽 ， 

注 7.4,13 前 面 我 们 不 止 一 次 地 说 过 ,OL 归结 关于 不 含 变 元 的 子 句 集 而 言 
是 完备 的 ,但 对 会 变 元 的 情形 OL 归结 不 再 是 完备 的 了 ,文献 [15] 首 先 于 1981 年 
指出 了 这 一 点 ,这 也 纠正 了 文献 [12] 以 为 OL 归结 是 完备 的 这 一 错误 文献 [15] 中 
指出 ,定义 7.4.10 有 一 个 不 要 之 处 , 即 , 当 C 可 约 简 时 要 求 Ci+ 1 一定 是 C 的 约 
简 , 而 不 是 C; 与 $S 中 某 有 序 子 句 的 有 序 归 结 { 我 们 也 在 注 7.4.12(ii) 中 指出 了 
OL 的 原始 定义 7.4.101121 中 的 条 件 (i3' 是 多 祭 的 ) .文献 [15] 针 对 这 一 缺陷 提出 
了 完备 的 MOL 归结 方法 . 硕 便 指出 ,输入 归结 也 是 不 完备 的 ,但 它 仍 被 经 常用 来 
对 子 句 集 5 的 不 可 满足 性 作 尝试 性 的 证 明 , 而 且 往往 很 有 效 . 对 子 OL 归结 也 是 一 
样 ,虽然 完备 性 定理 不 成 立 ,这 种 方法 也 经 常 被 使 用 . 这 正 是 我 们 保 留 例 7.4.11 的 
原因 所 在 . 

命题 7.4.14 (不 含 变 元 的 OL 归结 的 完备 性 定理 ) 设 S 是 不 可 满足 的 有 限 
的 基 子 句 集 ,CES,S 一 1C| 可 满足 , 则 S 有 一 个 以 C 为 顶点 子 句 的 OL 证 明 . 

证 明 以 A 表示 S 中 的 基 原 子 之 集 . 若 |A|=1, 则 有 4 中 上 只 有 一 个 基 原 子 Q@， 
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这 时 C= 人 或 C= 一 Q 且 |Q, 一 QiCS5, 所 以 C 关于 一 C 的 有 序 归结 式 为 口 . 
即 , 命 题 当 |A| =1 时 成 立 . 现 在 设 当 | A 所 n 时 命题 成 立 , 今 |A|=n+1. 

(i) 设 C= 工 为 单 文字 . 

从 S 中 删 去 含有 工 的 子 铝 ,并 从 含有 一 工 的 子 句 中 删 去 一 上 ,以 S' 记 所 得 子 
各 之 集 .这 时 S' 中 的 基 原 子 的 个 数 不 超 过 n (因为 工 与 一 工 均 不 再 出 现 ). 易 证 明 
S 仍 不 可 满足 ,以 工 表 示 S 的 不 可 满足 的 极 小 子 集 , 则 工 的 任 一 真子 集 都 是 可 满 
是 的 .这 时 全 必 会 有 一 个 子 句 上 E',E' 是 从 S 的 子 句 中 删 去 了 一 上 而 得 到 的 , 因 
为 反之 TT 的 每 个 于 名 都 属于 S - 1C1 ,就 会 由 S|1Ci} 可 满足 推出 了 可 满足 的 蔬 
盾 . 因 为 了 中 基 原 子 的 个 数 不 超过 S“ 中 基 原 子 的 个 数 , 即 ,不 超过 有 ,所 以 由 归纳 
假设 知 有 一 个 以 EE 为 顶点 子 名 的 OL 证 明 DD', 如 图 7.9 所 示 . 


Ei PC 
局 豆 VE B'(Vv™L)} 
CC 

加 YE’ (y=) BV =D) 
VC (VD) | 
Cl Br Ve AV -二 | BvD 
VOYV=L 
口 
口 
图 7.9 图 7.10 


现在 对 图 7.9 的 OL 证 明 进行 改造 ;把 C; 改 为 车 |V Ci (VV 一 L)(i=1,…， 
4 一 1), 把 B; 履 为 BA(Y 一 L)(i=0,1,…,n 一 1), 把 EE 改 为 加 YE, 并且 在 上 向 
增添 新 的 顶点 子 句 工 = C 以 及 边 子 句 五 , 则 图 7.10 表示 S 的 以 C 为 顶点 子 句 的 
到 口 或 到 一 的 OL 推理 ,以 下 对 形 如 局 VG'(V 一 已) 和 形 如 G“( VY 一 LL) 的 子 句 
作 一 解释 . 设 G 是 荆 中 的 任 一 子 句 , 则 S 中 有 子 句 使 G =G 或 G' 是 从 G 中 删 
去 了 -上 面 得 的 子 名 .在 两 种 情形 下 都 称 G 为 G' 的 原子 句 , 即 G (VY 一 上)=G. 
这 时 | V GY 一 LL) 和 GV 一 LL) 分 别 是 VG’ 和 G’ 的 原子 名 加 VG 和 G. 
设 G ,HET,G' 关 于 H 可 作 有 序 归结 而 得 K HH 被 消 夫 文字 是 G 的 末 位 文字 . 
分 别 用 G 与 五 表示 G 与 HH 的 原子 钊 .如果 G 不 以 -> 为 末 位 文字 , 则 G 关 于 是 
可 作 有 序 归结 而 得 KK 的 原子 名 天 ,LV G 也 可 关于 日 =H{YV 一 LL) 作 有 序 归 结 而 
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得 是 VK=[LY KV 一 LL). 如 果 G 以 -> 上 为 末 位 文字 , 则 因 六 中 每 个 子 句 及 其 
原子 句 都 不 含 文字 L,G 的 末 位 文字 -7L 不 能 消去 .但 这 时 |L YG=|LV GY 一 L 
可 约 简 为 [LV G , 仍 可 关于 日 = HV 一 L) 作 有 序 归结 而 得 | VK'(V 一 L), 由 此 
可 知 图 7.10 是 5S 的 以 C= 工 为 顶点 子 名 到 空子 名 口 的 OL 证 明 . 

(ii) 设 C 不 是 单 文字 . 

设 工 是 CC 的 最 左 的 文字 ,把 CC 写 为 LYC’, 这 里 C' 是 非 空 的 有 序 子 名 ,从 5S 
中 删 去 含有 一 工 的 子 句 ,次 从 售 有 工 的 子 句 中 删 去 L 得 一 子 句 集 S .容易 证 明 S$ 
是 不 可 满足 的 .又 ,由 S- 1Cl 可 满足 , 知 它 有 模型 1, 且 由 5 不 可 满足 , 知 IF 
不 成 立 . 设 G ES -1C 则 由 TIFEGTIVL) 和 [FL 不 成 立 知 frG 所 以 
S' 一 1C'| 可 满足 .因为 S 含有 不 多 于 个 基 原 子 ,由 归纳 假设 知 $ 有 以 C 为 顶点 
子 名 到 空子 句 口 的 OL 证 明 D'. 把 工 补 回 到 每 一 当初 曾 删 去 它 的 子 句 的 原来 位 置 
上 , 则 可 得 一 S 的 以 C 为 顶点 子 句 到 工 的 OL 推理 Di, 又 , 子 句 集 |L| UU(S 一 
1Ci) 不 可 满足 (因为 反之 , 则 由 C= 上 LYVC' 和 将 得 出 {CIU{S 一 1C1)=S 可 满足 的 
记 导 ), 且 S- {C| 可 满足 ,所 以 由 情形 (的 证 明知 11U(S -ChD 有 一 个 以 工 
为 顶点 子 句 到 空子 句 口 的 OL 证明 D2. 把 Pi 置 于 DD, 之 上 就 得 到 S 的 以 C 为 顶 
点子 名 到 空子 句 的 QL 证明. 

注 7.4.15  《(i) 命 奈 7.4.14 中 对 完备 性 的 表述 只 讲 了 必要 性 的 一 面 ,因为 充 
分 性 是 归结 原理 完备 性 中 充分 性 的 特例 ,无 须 表述 . 

(ii) 设 $ 不 可 满足 , 则 S 含有 一 个 极 小 的 不 可 满足 的 子 集 . 事 实 上 ,任意 删 去 
S 的 一 个 子 名 C1, 车 S11C1| 可 满足 , 则 S 就 符合 命题 7.4.14 中 的 条 件 .反之 再 
从 SiCi| 中 任意 删 去 一 个 子 句 Cs, 车 S 一 1Ci,Cs| 可 满足 ,就 以 S- 和 Ci 作为 
命题 中 的 S, 以 此 类 推 可 得 S 的 不 可 满足 的 且 符 合 命题 7.4.14 要 求 的 子 集 来 . 

(ii) 本 章 介绍 的 各 种 归结 方法 中 有 一 些 是 彼此 相 容 的 , 即 , 可 以 混合 使 用 而 
仍 保持 完备 性 ,有 一 些 则 不 能 混合 使 用 .关于 这 方面 的 进一步 知识 可 参阅 文献 [12， 
15 ] 等 . 


习题 二 十 二 


1. 设 S=14 VB,BYVC, 一 4VY 一 CCYVD, 一 BV 一 站 ,一 BV 一 Ci 斌 哩 
出 号 的 ; 
(i) 以 及 YB 为 顶点 子 自 的 线性 归结 征明 ; 
(ii) 发 一 BY 一 DD 为 顶点 子 自 的 线性 归结 证 明 ， 
4. 设 人 由 以 下 于 名 组 成; 
AYBYC 
AYVYBY—C 
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AYVY—BYC 
AVY—BVY—C 
一 AVBYVC 
AVBY—C 
—~AVY—BYC 
AV—BVY—C 
(i) 试 证 以 上 任意 7 个 子 身 之 集 都 是 可 满足 的 ， 
(ii) 写 出 S 的 以 4YBYC 为 顶点 子 身 且 按 上 面 的 顺序 将 其 余子 自从 上 到 下 
依次 作为 边 子 身 的 OL 证 明 ， 
(iii 加 出 S$ 的 以 一 4AVY 一 BVY 一 C 为 顶点 子 身 且 按 与 上 面相 反 的 顺序 将 其 余 
子 身 从 下 到 上 作为 边 子 身 的 OL 证 明 . 
309 设 S=1Q(6), 了 Q(B)VP(Z)V 7Q(x),Q(a) ,Pa)l. 
(i) 试 证 5 不 可 满足 , 且 SQ(5)| 可 满足 ; 
(i) 试 证 5 没有 OL 证 明 . 


第 八 章 ”多 值 逻 辑 演算 理论 
$8.1 引言 


在 实际 生活 中 , 任 一 给 定 的 命题 要 么 为 真 ,要 么 为 假 , 二 者 必 居 其 一 , 且 羽 拓 其 
一 .如 果 用 1 表示 真 ,用 0 表示 假 , 则 对 任 一 具体 的 命题 P 而 言 ,其 真 值 或 为 1, 或 
为 0, 在 命题 演算 理论 中 , 设 p 为 原子 公式 , 则 p 表示 简单 命题 , 由 于 p 可 以 表示 
种 种 不 同 的 实际 命题 ,所 以 p 的 真 值 不 能 确定 ,但 有 一 点 是 肯定 的 , 则 p 的 真 值 非 
1 即 0. 对 于 命题 演算 中 的 一 般 公 式 4 而 言 ,4 由 原子 公式 经 逻辑 连接 词 连 接 而 
成 , 它 可 以 用 来 表示 复合 命题 ,比如 4 为 一 p1-* pa. 这 时 A 的 真 值 也 是 不 确定 
的 ,因为 A 可 以 表示 种 种 不 同 的 实际 命题 ,但 也 有 一 点 是 肯定 的 , 即 , A 的 真 值 非 
1 即 0, 这 要 看 p 与 p; 的 真 值 如 何 而 定 了 . 当然 ,有 少数 公式 ,比如 A = pj 一 p1 
无 论 组 成 它 的 原子 公式 记 取 真 值 1 还 是 取 真 值 0, A 的 真 值 恒 为 1, 这 类 公式 就 
是 前 面 讲 过 的 重音 式 . 另 一 类 是 恒 取 真 值 0 的 矛盾 式 , 如 一 (pi1-* 思 1) 等 .只 是 对 大 
多 数 一 般 公式 而 言 ,其 真 值 不 确定 ,不 过 只 能 在 1 和 0 这 两 个 值 中 选择 . 

在 一 阶 请 词 演算 系统 中, 当 的 解释 工 以 及 变 元 的 赋值 确定 后 , 任 一 公式 
入 要 么 为 真 ,要 么 为 假 , 二 者 必 居 其 一 ,日 仅 居 其 一 , 也 就 是 说 ,在 谓词 演算 系统 
中 ,无 论 对 何 种 解释 ,一 个 公式 的 真 值 也 只 能 在 1 与 0 中 去 选择 . 正 因 如 此 ,本 书 中 
迄 令 为止 所 讲述 的 催 辑 理论 属于 二 值 逻辑 . 二 值 逻 辑 以 其 形式 化 推理 的 严谨 性 而 
称 著 , 也 是 现代 计算 机 科学 的 理论 基础 ， 

另 一 方面 ,在 现实 生活 中 的 确 存 在 着 一 类 命题 ,其 真 值 不 能 用 1 或 0 去 描述 . 
比如 ,考虑 如 下 的 命题 . 

命题 A ”了 明年 12 月 21 日 中 午 我 将 在 华沙 . 

由 于 这 一 命题 涉及 到 未 来 事件 ,所 以 我 们 既 不 能 说 它 真 , 也 不 能 说 它 假 . 


Fukasiewicz 就 用 表示 它 的 真 值 (1 再 如 ,考虑 如 下 的 命题 


命题 B 人 的 寿命 一 般 都 不 超过 90 岁 . 

由 于 这 一 命题 中 含有 意义 不 确切 的 修饰 词 “一 般 ”, 所 以 我 们 也 无 法 断定 其 真 
伪 . 如 果 “ 一般" 指 50% 的 人 , 则 以 当前 的 统计 结果 看 ,命题 B 为 真 ,而 如 果 “ 一 般 ” 
指 99.9% 的 人 , 则 命题 B 就 为 假 了 .可 见 我 们 不 能 用 1 与 0 两 个 真 值 太 判 定 命题 
B 的 真实 程度 .由 此 也 可 见 二 值 逻辑 一 方 而 有 重要 应 用 , 另 一 方面 也 有 其 局 限 之 
处 .本 章 中 就 来 研究 真 值 域 中 含有 1 和 0 以 外 的 值 的 多 值 浸 辑 理 论 . 把 真 值 域 从 
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10,1! 护 充 为 单位 区 间 [0,11 时 的 逻辑 理论 也 称 为 Fuzzy 运 辑 . Fuzzy 逻辑 理论 所 提 
供 的 Fuzzy 推理 方法 在 Fuzzy 控制 中 有 重要 应 用 ,本 章 就 米 研 究 这 种 真 值 域 为 
[0,1] 的 多 值 逻辑 理论 .本 章 的 内 容 是 这 样 安排 的 : 

第 一 ,逻辑 演算 是 多 值 逻 辑 理论 的 重要 组 成 部 分 ,又 与 二 值 有 逻辑 的 演算 理论 颇 
多 相似 之 处 ,本章 中 将 较 系 统 地 研究 两 种 多 值 逻 辑 演算 理论 , 即 Eukasiewicz 逻辑 
系统 与 作者 提出 的 Ro 系统 中 的 逻辑 演算 理论 .但 只 限于 命题 演算 ,不 涉及 谓 
词 演 算 理论 . 

第 二 ,Boole 代数 与 二 值 逻 辑 有 紧密 的 联系 .在 语 构 理论 中 ,公式 的 可 证 等 价 关 
系 是 同 余 关系 ,全 体 公式 之 集 关 于 这 个 同 余 关 系 作 商 即 可 得 到 Boole 代数 .完全 类 
似 地 ,在 Lukasiewicz 系统 中 上 述 的 次 为 MV 代数 ,在 系统 六 中 ,上 述 的 商 为 Ro 
代数 .所 以 我 们 分 别 在 讲 Lukasiewicz 系统 与 好 系统 之 前 研究 MV 代数 和 RR, 民 
数理 论 . 

第 三 ,如 前 所 述 ,本 章 中 取 真 什 城 为 单位 区 间 [0,11. 给 [0,1] 赋 予 适当 的 运算 
后 岷 可 使 [0,1] 成 为 MV 代数 ,赋予 另外 的 运算 后 [0, 1 又 可 成 为 Ro 代数, 我们 分 
别 用 MY 单位 区 间 与 Ro 单位 区 间作 为 “打分 表 ” 展 开 两 种 多 值 逮 辑 的 语义 理论 ， 
从 一 定 意义 上 讲 ,MV 单位 区 间 是 最 简单 的 MV 代数 , Ro 单位 区 间 是 最 简单 的 R。 
代数 , 正 像 10,1| 是 最 简单 的 Boole 代数 一 样 .可 见 本 章 中 选用 [0 .1 ] 作 为 “打分 表 ” 
的 做 法 是 与 前 面 基于 10, 1 展开 语义 理论 的 做 法 是 一 致 的 .由 于 [0,1] 上 的 葡 涵 算 
子 在 羽 辑 语义 理论 中 占有 重要 地 位 ,所 以 我 们 在 论述 语义 理论 前 先 安排 了 88.2 
作为 预备 . 

第 四 ,语义 与 语 构 相 和 谐 的 标志 是 完备 性 定理 成 立 ,我 们 将 证 明 Lukasiewicz 
系统 和 系统 ”都 是 完备 的 .由 于 前 者 已 有 不 少 讨论 12 ,而 后 者 则 是 新 结果 , 闫 
于 Tukasiewicz 系统 的 基于 MV 代数 的 完备 性 证 明 的 某 些 细节 ， 请 读者 参看 文献 
[11]. 

最 后 , 正 像 每 个 Boole 代数 都 同 构 于 若干 最 简 Boole 代数 10 ,1 的 乘 积 的 子 代 
数 一 样 ,MYV 代数 与 Ro 代数 也 分 别 同 构 于 若干 全 序 MV 代数 或 全 序 Ro 代数 的 乘 
积 的 子 代数 .我 们 将 以 Ro 代数 为 例证 明 系统 的 完备 性 . 读者 将 此 与 二 值 情 形 
相对 照 有 利于 对 本 章 内 容 的 理解. 


$8.2 正则 蕴涵 算 子 
在 建立 多 值 逻辑 的 诸 义 理论 时 ,不 同 的 系统 涉及 不 同 的 荀 涵 算 子 @, 其 中 有 -- 


@ 末 道 武 ,王国 俊 . 逻 辑 系统 we 的 完备 性 , 中国 科学 (下 煤 ),2002 年 ,32(1).55 一 64， 
人 Mingsheng Ying，implication Operatars in Fuzxy Logie, TEEE Trens. Fuzgy Systems. 10(2002},1, 
88—91. 
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类 蕴涵 算 子 比较 重要 , 即 , 可 与 和 [0,1] 上 的 某 种 三 角 模 构成 伴随 对 的 蕴涵 算 子 .我 们 
在 本 节 中 就 来 研究 这 一 类 蕴涵 算 子 . 

定义 8.2.1 设 的 :[0,1]*>[0,1] 是 二 元 函数 ,如 果 当 a ,58,cE[0,1] 时 

(i) ap = ba; 

(ii) (aQb CO = a LO) 

(Hi) ao1= a; 

(vy) 若 5 委 cc, 则 a695 寺 a 的 c， 
则 称 的 为 [0,1] 上 的 三 角 模 ,简称 :一 模 . 

也 可 以 这 样 说 ,的 是 [0,1] 上 的 三 角 模 当 且 仅 当 (10, 匡 ,多 ) 是 带 单位 1 的 交换 
半 群 ,并 且 对 每 个 eaE[0,1, 产 (z)= a 的 x 是 增 函 数 , 又, 如果 把 上 面 的 条 件 (iii) 
改 为 

(i)’ a0= a. 
则 称 的 为 [0,1] 上 的 三 角 余 模 , 简 称 ， 一 模 . 本 文 只 研究 今后 要 用 的 三 角 模 . 

鲍 8,2.2 按 以 下 方式 纵 出 的 二 元 算 子 多 都 是 三 角 模 ; 当 a,5E10,1] 时 


(i) atdp= {a+b—1) V0; (8.2.1) 
(Gi) etdb = a Ab; (8.2.2) 
【ii a = ab; (8.2.3) 
. ahAb, atby>l, 

(iv) a = 0 atbet. 【8.2.4) 


这 里 的 (8.2.4) 式 即 文献 [19] 中 的 圈 乘 算 子 . 事实 上 ,由 (区 与 (证 ) 定 文 的 多 显然 是 
三 角 模 . 可 以 证 明 由 (i) 与 (iv) 定 义 的 信也 是 三 角 模 , 以 (iv) 为 例 进行 证 明 . {8.2.4) 
式 中 的 的 满足 定义 8.2.1 中 的 条 件 (D ,fii) 和 (iv) 比 较 明显 ,以 下 只 证 四 满足 条 件 
(ii). 

1 设 a+ 86>1,5+c>1,atr>1, 则 (a 人 5)+c>1. 所 以 

(a ) De =(eAD)oc=(aeAD)Ac=aArpAc) 
=aA(bc) = a be). 
2 设 上 面 三 个 不 等 式 之 一 不 成 立 , 比 如 , 设 a + 5<1 ; 央 由 (8.2.,4) 式 得 
(208)0 ec = 0c =0. 
又 ,由 a+ (6 的 c) 寺 a + 5 所 1 和 (8.2.4) 式 得 a 的 (659c) =0. 所 以 仍 有 
(a Oe = a De). 

本 例 中 的 三 角 模 都 是 常用 的 三 角 模 ,从 (i) 到 (iv) 依 次 称 为 Lukasiewicz 二 角 模 、 
Gidel 二 角 模 ,乘积 三 角 模 和 Ro 三 角 模 ,并 分 别 把 它们 记 为 人 .办 。 四. 和 G@ 
容易 看 出 ,任意 固定 一 个 a€ [0,1] ,并 令 户 :[0,1]->[0,1], 由 广 (z)=aQz 定 
多 , 则 对 前 3 个 三 角 模 而 言 ,f(x) 都 是 连续 的 .但 对 Ro 型 三 角 模 而 言 , 若 a 关 0， 
a 元 1, 则 f(x) 不 连续 , 它 只 是 左 连 续 的 . 
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定义 8.2.3 三 角 模 69 冲 左 连 续 的 ,如 果 对 每 个 a€10,1j， 
fal VB)= YV falb:) (8.2.5) 
这 里 
f(r}=alr. (8.2.6} 
注 8.2.4 满足 条 件 (8.2.5) 也 可 简单 地 说 成 是 "天 保 并 ”. 容易 证 明 对 于 
增 函 数 上 而 言 ,f 保 并 和 分 析 学 中 所 说 的 了 左 连 续 蚌 等 价 的 , 即 ,车 f:[0,1]->[0， 
1 是 增 函 数 , 则 对 任 一 86E (0,1]， 
lim f{z)=f(2) 当 ua FCOV lz lr<6)= VY {f(r)|r<b}. (8.2.7) 


左 连续 的 三 角 模 与 建立 一 类 多 信 浊 各 有 关 , Esteva F 与 Godo L. 对 此 有 详细 的 讨 
论 0, 他 们 提出 的 弱 短 零 取 小 算 子 他 是 文献 [19] 中 国 乘 算 子 的 推广 . 

例 8.2,5 三 角 模 2 是 左 连续 的 ,事实 上 , 设 a€10,1],6= YB,(B;:E[0,1]， 
FE 了), 以 下 证 明 所 保 并 ,因为 f(z) 三 0, 有 (x) =xz(x E10,1]), 所 以 不 妨 设 
4a 亡 (0,1), 这 时 若 a +5>1, 则 有 io€© 1 使 4+ 6; > 上 注意 b= Yb;= V | 之 
biEL, 则 由 (8.2.4) 式 和 天 递增 得 

fl Vbi}=ad( Yb)=aA( Yb)=aA( Vb |b ,iE1|) 
=YV la Mb B26 ,i€ 1|= Vv alo | b>6, ,iE 1 
= V1F(.) [bb ,iE 1! = Yalbi), 
又 :者 a+ 5 所 1, 则 对 每 个 iE 了 均 有 a + 入 1, 所 以 由 (8.2.4) 式 仍 有 
fal Yb)=0= Vflbi). 
这 就 证 明了 三 角 模 Con 是 左 连 续 的 ， 

定义 8.2.6 设 外 是 [0,1] 上 的 :一 模 ,RR;[0,1]? 一 [0,1] 是 [0,1] 上 的 二 元 也 

数 . 若 
aeobssc 当 目 仅 当 a&R(b,c),， a,b,c€E[0,1], (8.2.8) 
则 称 R 为 与 凶 相 伴随 的 蕴涵 算 子 . 称 ( 色 ,R ) 为 伴随 对 . 

以 下 RRCa 5) 也 常 记 为 ze 一 五 . 

注 8.2.7 比 涵 算 子 还 有 更 一 般 的 定义 ,比如 由 R(ta,5)= (1 -a)jV5 定义 
的 Kleene 算 子 和 由 Rz(a,5)= (1--a)V {aA5b) 定 义 的 Zadeh 算 子 等 等 , Rx 与 
Rz 都 没有 相应 的 三 角 模 与 之 相伴 随 .但 能 与 某 t - 模 构 成 伴随 对 的 蕴涵 算 于 才 在 
多 值 逻 辑 中 有 重要 应 用 ,本 书 只 考 虐 这 一 类 蕴涵 算 子 . 

例 8.2.8 ”以 下 4 个 蕴涵 算 子 Ki ,RGo,G 和 Ro 分别 与 的 1 ,的 0, 的 ， 和 Qo 


D Fsteva F,, Gods L. Meonoidal t-norm based logie: towands a logic for left-continuous t-norms. Fuzzy 
Sets ghd Systems, 124(2001),271-—288. 
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构成 伴随 对 { 设 a,5E10,1]): 


(1) Ri(a,b)=(1-atb)Al; {8.2.9) 
(1) Re(asb)=|, eh, {8,2.10) 
pp, a2pb; 
1 ， a =0D, 
fi) Ra 0， (8.2.11) 
a ， 
(0 Rolast) ly ys (8.2.12) 


我 们 以 Q) 和 {iv) 为 例 进 行 验证 , (让) 和 和 ( 击 ) 的 验证 留 给 读者 . 

先 看 上 ukasiewicz 药 涵 算 子 .为 简便 计 , 以 下 用 a 一 5 表示 及 (ab) .用 的 表示 
09i. 设 2096 所 c, 则 (a + 6 下 NO0Se, 所 以 a+5~1 志 ec. 由 此 得 a 所 1-5+c. 由 
于 a,b,cE[0,1j, 自 然 有 a 入 (1 -B+t+c)Al=6c., 反 过 来 , 设 a 达 5-*c, 则 
41 一 bte, 所 以 (a + 5 一 1)Y0 志 ec, 即 a 的 5 壕 c, 这 就 证 明了 (的 ; , Ri) 是 伴随 
对 . 

现在 看 Ro 蕴涵 算 子 .用 多 表示 C0, 用 a 一 5 表示 Ro(a,5), 设 a5 过 ec, 应 证 
明 a<6c, 由 (8.2.12) 式 知 当 5&c 时 58 一 c=1,a 人 所 5 一 c 自然 成 立 ,所 以 可 设 
b>c, 从 而 5c = (1 一 5) Ve. 如 果 a+5>1, 则 由 a 的 5 所 ec 和 (8,2,4) 式 知 
a 人 bc, 央 由 5>c 得 a 二 re, 所 以 ga 志 b>c. 如 果 a+5 志 1, 仍 有 a1 -55> 
c. 上 肥 过 来 , 设 e 委 ge 如果， 委 c 则 apsSegcSi@c= ce 如果 六 >c, 则 由 
a(1 -68)Vc 知 a 所 1 -5, 从 而 由 a+5 委 1 知 a 的 b=0&c, 或 a 志 c, 从 而 a 食 
ba91=a 坟 ce, 所 以 (6 , Ro) 是 尾随 对 . 

如 有 果 :一 模 @9 具 有 左 连 续 性 , 则 与 之 伴随 的 蕴涵 算 子 可 由 @@ 导 出 , 旦 具有 较 好 
的 性 质 . 

命题 8.2.9 设 @ 是 [0,1]. 上 的 左 连续 三 角 模 , 在 [0,1] 上 定义 二 元 运算 -> 如 
下 ， 

be=Vyizlzeoascl， zr,b,cEF0,1], (8.2.13) 
则 
(i) 一 是 与 多 相伴 随 的 蕴涵 算 子 , 即 
ap<se 当 且 仅 当 a 所 p>e， (8.2.14) 

(ii) b>c=1 当 且 仅 当 he; 

(iii) ab->c 当 且 仅 当 Sa 一 ce; 

(iv) a>{b-*c)= br(a+c); 

(vy) lc=e; 


(vi) br Ac= Al be;) (V6: jc= A (bc); 


:166 ， 第 八 音 ”多 值 运 辑 演算 理论 


(vii) 5->c 关于 <c 单调 递增 ,关于 总 单调 递减 . 
证 明 ( 设 a 的 5b 所 c, 则 由 (8.2.13) 式 立即 得 出 a 所 5 一 c. 上 反之 , 设 a 所 be 
= Vizlzk9b 所 ec], 则 由 的 的 单调 性 以 及 左 连 续 性 得 
ab = ba bre) = VY | | rbd Ee. 
(说 设 brc=1, 则 1S&6>c, 从 而 由 (站 得 56=1 的 6<c, 反 之 , 设 5 所 ce, 即 1 人 @ 
5 委 c ,所 以 由 (得 1 所 6c, 从 而 bc =1. 
(过 由 (8.2.14) 式 得 e 委 8 一 < 当 且 仅 当 a 多 5 所 c 当 且 仅 当 上 use 当 且 仅 
当 BsSa 一 ce, 所 以 (证 ) 成 立 ， 
(iy) 设 eSa x(6c), 则 e@Oa 扎 5c, 从 而 (ea) 人 5 才 c. 由 的 的 可 换 性 
和 结合 性 知 (eC96)Casc, 所 以 eB5Sac,e 志 5(a>c). 又 ,以 上 推 埋 是 可 
逆 的 , 且 e 可 取 为 a 一 {bc) 或 6-r(ac), 所 以 a>(b>c)= b(a—e). 
(Wl es=VizlzglI 委 cl = Vizlzscl= ce. 
kW 由 (的 ,一 ) 是 伴随 对 知 
ob hc 当 且 仅 当 abS he,, 
当 且 仅 当 Y i€E Tab,, 
当 且 仅 当 ViE T,at.brc,, 
当 且 仅 当 a A (bea), 
所 以 bY Ac:= Albe). 多 ,由 的 左 连续 得 
ass( Ybi)-*e 当 且 仅 当 ae9 V bre ， 
当 且 仅 当 VY (2b ) sc, 
当 目 仅 当 WETa5 扫 ce， 
当 且 仅 当 YiE I,atbre, 
当月 仅 当 a A (bce), 
所 以 (YE 站 b=c). 
(vii) 设 cc2, 则 cl1=cC1A ca 所 以 由 (viy 得 
be= bclAcs= (be)h (bce,). 
由 此 可 知 hclS6>c2. 又, 设 妈 拒 By, 则 本 = BV 52, 所 以 由 ( 太 ) 得 
Drec=BV orc=(b re) (be). 
由 此 可 知 by-* cb 
注 8,2.10 (为 证 s = 请 ,可 证 xs 二 da 当 且 仅 当 z 委 6. 事实 上 , 若 r 委 wa 当 且 
仅 当 r 宏 5 , 则 由 取 z 为 a 时 cs<e 成 立 就 得 出 a<<5. 同 理由 p< 可 得 5s<sa ,所 以 
a=2 .以 上 在 证 明 命题 8.2.9 的 (iv) 与 (vi) 时 就 采用 的 是 这 种 方法 . 当然 ,为 证 
a =5 也 可 证 a 之 y 当 且 仅 当 5 渤 y. 但 这 对 证 明 俞 是 8.2.9 没有 用 处 ,请 读者 考虑 
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为 什么 . 

(让 命题 8.2.9 中 的 (vi) 不 可 改 为 bY = A br) 和 (Ab re = lb: 
一 5) ,请 读者 举 出 反例 ， 

定义 8.2.11 设 一 是 [0,1] 上 的 二 元 运算 .如 果 一 满足 命题 8.2.9 中 的 性 质 
(让 一 (vi 让 , 则 称 一 为 [0,1j 上 的 正则 蕴涵 算 子 . 

由 命题 8.2.9 和 上 述 定 义 并 注意 连续 ; ~ 模 是 左 连 续 的 ,得 

命题 8,2.12 ”和 左 连续 三 角 模 相伴 随 的 蕴涵 算 子 是 正则 曾 涵 算 子 .特别 是 
Eukasiewicz 列 洱 算 子 R ,Gidel 草 涵 算 子 Re , 彝 积 蕴涵 算 子 R. 和 获 注 算 子 Ro 都 
是 正则 蕴涵 算 子 ， 

下 面 的 命题 可 看 作 是 命题 8.2.9 的 道 . 

命题 8.2.13 疫 一 是 [0,1 上 的 正则 草 涵 算 子 ,在 [0,]] 上 定义 二 元 运算 加 如 
下 : 

ao6 = 六 zasprz ra bE[0,1], (8.2.15) 
则 

0) aC9be 当 且 仅 当 ab 一 e; 

(说 的 是 [0,1j 上 的 三 角 模 ; 

( 语 ) 的 是 左 连续 的 ， 

证 明 (D 设 e 丢 bc, 则 由 (8.2.15) 式 立即 得 出 a 的 <e, 反 之 , 设 ec@b = 
Azlasb>zrlc, 则 由 z=1 满 足 a 所 p>zx 知 15->z|a 志 5->x| 为 非 空 集 .由 
一 的 正则 性 得 

a Nb-rr ab =xri = rhA Ir aT-rr| Si, 

这 就 证 明了 (i)， 
(i) 由) 得 
absc 当 且 仅 当 a 所 6 一 c 当量 仅 当 55o 一 ec， 
当 且 仅 当 aoc 所 cr， 
所 以 ecob= 59a .其 次 ,由 (i) 各 满足 交换 律 以 及 一 为 正则 蕴涵 算 子 知 以 下 务 
不 等 式 彼 此 等 价 : 
(2006 00 cA, AObEe rr, baEcz, 
barlerzr), becr(arr), ba>r, 
(bc)aEr, aLW)Ezr. 
所 以 (ec= a (be). 
再 次 ,由 (8.2.15) 式 得 
owl= Airlal=zr!l= Aflrlar|=a. 

最 后 , 设 5 大 ec, 则 由 -的 正则 性 知 jz|e 近 c 一 ziCizje 近 bz 所 以 

ao 的 = 人 17la 近 pz 和 妥 A 人 za 所 cz =ae. 
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这 就 证 明了 是 [0,1] 上 的 三 角 模 ， 
Gii) 由 的 为 + 一 模 和 (i) 知 以 下 各 式 彼此 等 价 : 
a Vbisee, Sa 一 ce， 本 了 二 0， 
Yi€ET,albie, V (ab )ee. 
所 以 
a Vb = ¥ (at08:) ， 
所 以 的 是 左 连 续 的 三 角 模 . 


习题 二 十 三 


1. 设 al9p={a+b-1)Y0(a,5E[0,1]). 试 证 的 是 [0,1] 上 的 :1- 模 . 

2. 设 atcp=aA5. 求 与 的 0 相伴 随 的 蔬 涵 算 子 . 

3, 设 uk9 相 = 二. 求 与 多 。 相 伴随 的 蓝 涵 莽 子 ， 

4. 设 是 Ro 蓝 涵 算 子 .举例 说 明 以 下 二 式 -- 般 不 成 立 ， 

() (Aga) b= V (a>b); 

IE 了 iET 

(i) a Yb = VY lah) 

5, 设 a 二 =(1 一 a)Vb,a>b=(1 -a)V (aAb). 试 证 >; 与 > 都 不 是 
正则 苗 涵 算 子 ,从 而 都 不 在 在 相应 的 伴随 1 - 神 . 

6. 设 一 为 Ro 玲 涵 莫 子 ,a,8E (二 ,1] , 试 证 ; 

( 若 ab 之 a,bc 实 8, 则 a*c>ohp; 

(ii 车 a 之 aya-*b 之 Bp, 则 6 这 x Ap. 

7. 举例 说 明 Lukasiewicz 萄 涵 算 子 一 ; 1 一 十) 碎 1) 不 满足 第 乌 
题 中 的 性 质 (i) 与 (ii). 


$8.3 MV 代数 
$8.3.1 MYV 代数 的 定义 及 其 演变 
MYV 代数 理论 是 与 Eukasiewicz 逻辑 系 统 相 配套 的 代数 理论 , 为 证 明 
Eukasiewicz 逻辑 系统 的 完备 性 ,Chang C.C. 于 1958 年 提出 了 MV 代数 理论 加 ,其 
原始 定 艾 如 下 : 


D Chang, C.C.. Alpgebraic analysis of many ~ valued logics. Trans. Amer. Math. Soc., 88(1058)., 467 .- 
490. 
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定 尖 8.3.1 MYV 代数 是 一 个 (2,2,1,0,0) 型 代数 (X,+ ,x ,* ,0,1) ,满足 以 
下 条 件 : 


AX] z+y= y+ 由 XI rxXy=yXzx, 

AN2 {z+y)+r=x+(y+2), AX2” (xXy)Xz=rX(yXz), 
AX3 x+xr’" =1, AXY rxxr’=0, 

AX4 XxX+1=1, AX4 xzx0=0, 

AXS r+0=7， AXS5 rxXxl=zx, 

AX6 (r+y)’=r*Xy’, AX6 (xzXy) 一 下 十 和 
AXT 了 二 (人 

AX8 10”=1， 

AX9 rVy=yYVx, AX9” xrAy=yAr, 

AXI0 (x Vy) Vz= x (ye:), AXI0’ (zx Ay)\z=rA(yAz), 


AX11 T+(yAz)= (r+ty) Alrtz), AXl zrX(yVz)= (xxyV (rxz). 
这 里 


xy=(rXy’)+y, (8.3.1) 
rzAy=(rty")Xy. (8.3.2) 

以 上 各 条 件 显 然 不 是 相互 独立 的 .事实 上 ,由 AX7 与 AX6 易 证 
TXy= (x ty ) ,r+ty= {rc" xy):. (8,3.3) 


再 由 AX8 与 AX7 得 
1]” = (0°)* =0. (8,3.4) 
由 AXI1 一 AX8 以 及 (8.3.3) 式 和 (8.3.4) 式 就 可 推 由 AX1 一 AX6”. 
又 ,由 (8.3.1) 式 和 (8.3.2) 式 可 借助 (8.3.3) 式 推 得 
(VD =x Ay’, (zAy) =r Voy". {8.3.5) 
所 以 可 以 由 AX9 推 得 AX9', 由 AX10 推 得 AX10 ,以 及 由 AX11 推 得 AX11 .可见 
定义 8.3.1 中 的 条 件 AX1' 一 AX11' 均 可 上 略 去 . 如 果 我 们 拒 + 改写 为 由 ,把 * 改写 
为 . 则 条 件 AX1,AX2 和 AX5 等 价 于 说 (了 ,个 ,0 是 以 0 为 单位 的 交接 半 群 , 这 
时 由 (8,3,4) 式 和 (8,3.5) 式 知 定义 8.3, 工 可 简化 为 下 面 的 定义 . 
定义 8.3.2 MV 代数 是 一 个 (2,1,0) 型 代数 (X ,四 0) 满足 条 件 
( (四 ,六 是 以 0 为 单位 的 交换 半 群 ， 
(01) > 和 = 站 
Ga xzG0 =0"; 
(iv) (zr) =7; 
(v) ryYy= Vi 
(Vi) (rz Vy Vz=rV (yz); 
(vi) zDD(y Az)= (zBy) A (rz), 
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这 里 
IVy=(r By) ByrAy=(r Vy). (8,3.6) 
下 面 把 定义 8.3.2 进一步 简化 . 
首先 ,由 (v) 和 (8.3.6) 式 得 
(x By) DBy= (yDBr) 人 Br. (8.3.7) 
令 y=0 ,因由 (Gi) 得 
(x By) By- (BO BO -0. 
又 ,由 (iv) 知 y =0, 从 而 由 0 为 外 单位 得 
(y 力 x) 时 xz = 人 0 四 zx) 的 x = x 电工.. 
可 见 由 (8.3.7) 式 可 得 出 ( 记 ), 即 条 件 ( 记 可 从 定义 8.3.2 中 删 去 . 以 下 证 明 条 件 
(Vi) 与 (wi) 也 可 删 去 ,为 此 先 在 关中 引入 二 元 关系 筷 如 下 ; 
定义 8.3.3 设 (X, 中 0) 是 MV 代数 ,用 1 表示 0 .规定 
xs:y 当 明 仅 当 < 由 y=1 (1=0),7x,yEX. {8.3.8) 
命题 8.3.4 按 (8.3.8) 式 定义 的 二 元 关系 委 是 X 上 的 偏 序 , 且 1 与 0 分 别 是 
储 序 集 (X, 科 ) 中 的 最 大 元 与 最 小 元 . 
证 明 由 < 外 z=1 立 即 得 出 z 委 zx. 其 次 , 设 z 委 yy 月 ysz, 则 工人 狼 y=1， 
y 由 r=1 成 立 ,从 而 由 (8.3.7) 式 得 
y=09y=(z Dy) Dy=(y Pr) DPBr=0Pr=z. 
最 后 证 明科 是 传递 的 . 先 证 明 
z 委 》 当量 仅 当 ”存在 a € X 使 x 儿 a = y. (8.3.9) 
事实 上 , 设 x 外 a = y, 则 
By=rDrBa)=(r BrDBa=1DBa=1, 
所 以 + 太 y. 反 过 来 , 设 x 所 y, 令 
a= (zBPBy), (8.3.10) 
则 由 (8.3.7) 式 和 xz“ 由 y=1 得 
xz 由 zx = (y Pr) Br= (x Dy) By=1DBy=0Py=y. 
所 以 结论 (8.3.9) 成 立 . 设 z 委 y 且 y 委 >, 刚 有 a,5EX 使 rz 中 = yy5==, 从 
而 zx 由 (ea 弗 9) = ,所 以 由 结论 (8.3.9) 得 zx 所 z. 这 就 证 明了 (X ,所 ) 为 仿 序 集 , 
叉 ,由 x 虽 1=1 知 1 是 (X, 专 ) 中 的 最 大 元 .由 0 恩 z=1 知 0 是 (X, 志 ) 中 的 
最 小 元 ， 
由 (8.3.8) 式 知 
TS 当 且 仅 当 x Py=1 当 且 仅 当 (y 外 x =1 当 且 仪 当 YT 
从 而 由 (六 = 工 得 如 下 命题 . 
命题 8.3,5 “:(X, 甩 ) 一 (和 , 扫 ) 是 道 序 对 合 对 应 . 
又 ,由 结论 (8.3.9) 和 容易 证 明 
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车 7 所 y; 则 xz 晤 a 所 yy 外 a， X,Y dX. (8.3.11) 
由 此 可 以 证 明 干 面 的 命题 . 
命题 8.3.6 设 (X, 儿 ,0) 是 MV 代数 , 则 (和 过) 构成 一 个 格 , 且 由 (8.3.6) 
式 给 出 的 zVy 与 zAy 分别 是 |z,y! 的 上 确 界 与 下 确 界 . 
证 明 由 (8.3.6) 式 得 
y BrVy)=yB(r By) By)= (yD)DB By 
= 1 名 (x 由 = 1 
所 以 y 寺 zy. 类 似 地 
r P(rVy)=r DyVzr)=x By Br) Br)=1, 
所 以 x 志 z Vy. 由 此 可 知 x Vy 是 1x,y| 的 上 界 . 设 1 是 {x,y| 的 任 一 上 界 , 则 由 
命题 8.3.5 知 1 所 x ,1 二 y ,那么 由 (8.3.,11) 式 得 
中 xz<y Dr, (yDr) (Dzr). 
由 此 并 注意 x 名 :=1, 则 由 (8.3.7) 式 得 
i=(7Pi) Dr= (Dr) Br(y Br) Dr=yV r=2Vy. 
这 就 证 明了 z Vy 是 |z,y| 的 上 确 界 .由 此 以 及 ' 为 (X, 委 ) 上 的 逆序 对 合 对 应 易 
证 (z Vy ) 是 |z,y| 的 下 确 界 ,所 以 由 (8.3.6) 式 知 z Ay 是 |x,y| 的 下 确 界 .所 
以 (X ,所 ) 是 格 . 
由 命题 8.3.6 知 定义 8.3.2 中 的 条 件 (wi) 可 删 去 . 
最 后 ,由 (8.3.11) 式 知 zx 申 (yA zx) 是 {zr 多 y,z 四 xz| 的 下 界 . 设 1 是 {z 由 y， 
z 旨 zj} 的 任 一 下 界 , 则 
t D(zDy)=1, tOPD(zrPBz)=1. 


即 
(ft'@Bx)By=1, (1'Bzr)Bz=1. 

由 此 可 知 (2 中 z) <&y,(2 四 zr) zz, 从 而 (1 四 zyAz, 即 (1 多 x) 四 (yAz) 
=1 或 :中 (zx 田 (yz))=1. 所 以 1 人 7 儿 (yAz). 这 就 证 明了 Zz 中 (yAz) 是 
{x 外 y, 工 四 zx} 的 下 确 界 , 即 , 命 题 8.3.2 中 的 条 件 (vi) 成 立 , 它 可 由 前 面 的 性 质 所 
推出 ,所 以 也 可 以 删 去 . 

综 上 所 述 知 MYV 代数 的 定义 可 简化 如 下 ， 

定义 8.3.7 MYV 代数 是 一 个 (2,1,0) 型 代数 (和 ,四 ,0) ,满足 条 件 

(i) 《外 ,名 ,中 是 以 0 为 单位 的 交换 半 群 ; 

(i) zDDO =0 ; 

{ii) (zr) = x) 


(iv) (zx' Dy) Dy= (yDr) Dr. 
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$8.3.2 MYV 代数 中 的 蕴涵 算 子 


设 (X, 外 ,,0) 是 MY 代数 , 则 (外, 志 ) 蚌 一 个 格 ,这 里 下 外人 由 By = 让 定 
义 . 其 实 还 可 利用 由 与 在 格 X 土 定义 伴随 对 ( * ,->)， 
命题 8.3.8 设 (X, 申 ，,0) 是 MV 代数 ,在 入 上 定义 二 元 运算 * 与 如下: 


rx*y= (x Dy), (8,3.12) 

YY 二 了 四 (8.3,13) 
则 (X, = ,1) 是 以 1 为 单位 的 交换 半 群 , 且 下 面 的 伴随 性 质 成 立 : 

XxX* yx 当日 仅 当 zyrz. (8.3.14) 


这 里 1=0.. 
证 明 由 (X, 电 ,0 是 以 0 为 单位 的 交换 半 群 和 (8.3,12) 式 立即 推出 (X,* ， 
1) 是 以 1 为 单位 的 交换 半 群 .又 ,由 (8.3,8) 式 和 (8.3.13) 式 知 以 下 各 式 彼此 等 价 ， 
+# 2 +， (x Dy Pz= |， 
Dly Dz)=1, ry 人 Dz, TREY 
所 以 (8.3.14) 式 成 立 . 
命题 8.3.9 在 MY 代数 中 以 下 性 质 成 立 : 
(0) lrr=7r,r>0=7 ,0* z=0; 
(ii) zy=1 当量 仅 当 zy， 
【二 ) yy 二 了 
《iv) > yz) = (人 
(Vv) rlyV2)= (ry) V(r * 2); 
(vi zyhz=(r>y)h (rm2); 
(vii) zy=x (ry); 
(vii) (ry) VY (yer)=1; 
(I) (zz 一 yy 一 工 V yi 
(一 (VS 人 Try)WTIZz); 
(x) (rzAy)7z= (rrz)V {yz); 
(Xi (x Vy)>#= (xz) yz). 
证 明 (i) 一 tiv) 的 证 明 容易 从 (8.3.13) 式 得 出 , 略 去 
(Y) 的 证 明 由 以 下 各 式 彼此 等 价 可 得 
下 站 (WEST yy VErTt, yr Hr 人, 
TH yt Hr (rr yy (rr)r. 
(vi) 由 定义 8.3,2 中 的 条 件 (vii) 得 
I™™(yAz)=r DyAz2)=(x Dy Nr Be)= (ry)h (r+z). 
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(vii) 由 ' 为 对 合 对 应 和 (8.3.6) 式 与 (8.3.12) 式 得 
zx (r=y)=(r*#(r Dy)) =((yPBr) Bz) 
=(y Vr) =zxAhy, 
所 以 性 质 (vii) 成 立 ， 
(viii) 为 证 (viii) 可 等 价 地 征明 (x 一 y) A (yx) =0, 即 (x 生 y)】 A{y 外 
x)=0, 或 
(ray)A(y#r)= 0. (8.3.15) 
事实 上 ,由 已 证 明 的 性 质 {vii) 有 
(rey)Atyrzr )= {rxy (ry ) ry )) 
=rxy x((rxy)D( yxr)) 
= 工 xy *(yPr Dy* xz)). (8.3,16) 
令 t= 中 (yx ), 则 由 (8.3.16) 式 得 
(zxy)h(lyrr )=rry *(yPi)=rry * (yt) 
一 症状 《人 Ar}=z*(tthy) 
=r#1¥ (ty) 
=xr*t*(t Dy) 
=x#*(z yxz ))*[(r Py zr )) Py]. 
(8.3.17) 


TTD yr))= rr (rr (yr ))=rA(y*r’) 
=(y#r )Ar=(y*r)*((y*r )zx) 
={y* 7 )*((y* 2) ez)， (8.3.18) 
所 以 由 (8.3.16) 一 (8.3.18) 各 式 并 注意 * 是 交换 的 与 结合 的 ,得 
(zy)ACyxr)= (yr jx((yx zr) Dr)r[(r (yrr') )Py] 
=x (Dy 7r) ) x y* [yD rr (yDr))]. 
{8.3.19) 
因为 
x (zBDly#r)) =r {ryrr)) -x Ayrr) (8.3.20) 
yx* [yD rr{(y Dr))]=yr [yr(r* (yDzr))] 
=yA(zrx(y Dezr (yDzr). (8.3.21) 
所 以 由 (8.3.19) 一 (8.3.21) 各 式 并 注意 算 子 * 保 序 (请 读者 证 明 这 一 事实 ) 得 
(zx*y)A(lyr)Er YEYKIOYGDz)=rxr(r0)x(ydr) 
=(xAD# {ty tr)=0rf(y 中 z)=0. 
这 就 证 明了 (8.3.15) 式 ,从 而 性 质 (viii) 成 立 . 
ix) 由 蕴涵 的 定义 和 (8.3.6) 式 立即 得 出 
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(xz>y)>y= (xr Dy) Dy=xVy. 
《区 由 已 证 的 性 质 (vii) (VV) , (ix), (iv) 和 (viii) 得 
z=(yV z) =[(y 一 >) V {zy)] x tx>(yY 2z)) 
=[(y>r}x* tryV eI)]V [zy) (xr>(z Vy))] 
=[{(yre) (ry rr) re)I VY (zy)* (r=((z>y)-*y))) 
=[(yrz)*((yrz) > (rr) V(ry) (zy)>(r>y)))] 
=[(y>z)A(rrz)]V[(z>y) A (ry)] 
ry) (re), 
又 , 易 证 相反 的 不 等 式 也 成 立 ,所 以 性 质 {x) 成 立 ， 
最 后 ,性 质 ( xi 和 (xi 可 由 性 质 (证 ?和 (8.3.6) 式 得 出 
命题 8.3.10 设 (X, 申 ,0) 是 MV 代 教 , 则 和 按 定义 8.3.3 中 规定 的 偏 
序 志 构成 分 配 格 . 
证 明 由 命题 8.3.9 中 的 性 质 (vi) , 怕 质 (x) 和 性 质 (v) 得 
TA(yVz)=rT* (rr(yVz)=7r* (rr>y)V (rz)) 
=(z# (ry V{ rx(r re))= (7 Ay)V(rAz). 
所 以 (XX, 志 ) 是 分 配 格 . 


$8.3.3 MTV 代数 的 完备 性 定理 


先 看 两 个 MV 代数 的 例子 ， 
例 8.3.11 设 日 是 Boole 代 数 ，:B->B 是 B 上 的 补 运算 ,0 是 B 的 最 小 元 . 
如 果 规 定 x 四 y= xz Vy, 网 (B, 儿 ,0) 是 MV 代数 ， 
事实 上 ,定义 8.3.7 中 的 条 件 (i) 一 (ii) 显 然 成 立 . 以 下 验证 (iv). 
(xDy) Dy=(r Vy Vy=(rAy)Vy 
={zVy)Aly Vy)=(r Vy) Al=rYy. 
类 似 地 ,(y' 甸 x) 四 x = yV xz. 所 以 条 件 (iy) 成 立 . 
例 8.3.12 设 苹 =[0,1], 在 鲜 上 规定 
zDDy= (x+y)Al, rx'=1-x, xsyE[0,1]}, (8.3.22) 
则 易 证 定义 8.3,7 中 的 条 件 (i) 一 ( 沿 ) 成 立 , 又 ,由 
(zx Dy) By=[(1-(1 -z+y Al)+y]Al 
知 当 z<y 时 (xz 四 y) 四 y=y, 当 zx 之 y 时 (zx 四 y) 四 y=x. 可 见 
(x Dy) Dy= max{zr,yl. (8.3.23) 
同样 可 证 (> 中 x) 级 z =max|zr,y| ,所 以 (fi 成立. 
以 下 称 例 8.3.12 中 的 MV 代数 为 MV 单位 区 间 . 
定义 8.3.13 设 X=|z1,z2,…| U0}, 外 与 分 别 是 二 元 与 一 元 运算 ,F(X) 
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是 由 于 生成 的 (四 ,型 自由 代数 , 即 
(i) XCFP(X); 
(让 车 a,8EF(X), 则 a EF(X),aDAE F(X); 
ii) FC 无) 中 的 元 均 可 由 人 与 (让 在 有 限 步 之 内 得 出 . 
则 称 F(X) 为 往生 成 的 自由 MV 代数. 设 a,BEF(X), 称 a=8 为 MYV 等 式 . 
定义 8.3.14 设 F(X) 是 X 生 成 的 自由 MV 代数 .A 是 任 一 MYV 代数 ,wv: 
F(X) 一 A 是 同 态 映射 , 即 
(i) v0)=0; 
(ii va 一 (oa 
(过 ) v(aBA) = va)Bv(p). 
则 称 vb 为 F(X) 在 A 中 的 赋值 . 设 a = 8 为 MY 等 式 ,如 果 对 每 个 FE(X) 在 4 中 
的 赋值 v 均 有 w(a)= vl(8), 则 称 MY 等 式 a=8 在 MYV 代数 4 中 成 立 ， 
下 面 是 Chang C.C. 关 于 MV 代数 的 完备 性 定理 ,其 证 明 可 参看 文献 [11]. 
命题 8.3.15 一 个 MV 等 式 在 每 个 MV 代数 中 都 成 立 的 充 要 条 件 是 它 在 
MY 单位 区 间 中 成 立 , 


习题 二 十 四 


1. 设 (和 ,四 0) 是 MV 代数 ,xx 3=(z 四 y) ,zy=L 电 y 试 证 
{i) xPDr’ =1, 过 xdt =0; 
(DD) (xz>y)>((yrz) > (rz))=1; 
(i (r=(y>z))>((zm>y)>{zrmz))=1 不必 成 立 (参考 MV 单位 区 
间 ). 
以 上 1=0., 
2. 承 上 , 试 证 算 子 各 与 * 都 保 序 , 即 
中) 设 z&y, 则 x 办 zx 扩 yz; 
【 动 设 XY, 则 wz 人 yx 之 . 
这 里 xz 所 y 指 z 中 y =1. 
iii) 设 x 了 y=y*x=1, 则 工 =y. 
3. 设 (XX,(D;,'i,0:)(iE1,1 非 空 ) 为 一 旋 MV 代数 , 令 义 = [] 基 ,在 关上 
起 式 地 定义 四 ,和 0, 即 上 
(zBy);=xDay, (xr),= (x;), 
廊 二 0 当 且 低 当 +x,=0,,iET. 
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这 里 了 ;| 表示 的 i 一 从 标 , 试 证 (外, 外，,0) 为 MV 代数 ,和 社 别 是 一 族 MV 单位 区 
间 的 乘积 [0 ,1 是 MV 代数 , 叫 MV 方 体 . 


$8.4 Lukasiewicz 命题 演算 系统 


$8.4.1 语义 理论 


为 便于 称呼 起 见 ,我 们 用 LuK 表示 Lukasiewicz 命题 演算 系统 . 本 节 中 暂 不 涉 
及 Lk 的 公理 与 推理 规则 ,但 要 用 到 它 的 全 部 公式 之 集 F{S), 这 里 FF(S} 就 是 本 
书 第 二 章 定义 2.2.1 中 由 S= |,p2,…| 生 成 的 {一 , 王 ) 型 自由 代数 . 挽 各 话说 ， 
系统 Luk 与 经 典 的 二 值 命题 演算 系统 二 有 相同 的 公式 集 . 但 在 建立 语义 理论 时 
由 于 作为 "打分 表 " 的 赋值 集 将 要 取 作 MYV 单位 区 间 ,LuK 的 语义 理论 与 工 的 语义 
理论 有 很 大 不 同 . 

设 [0,1j] 为 MV 单位 区 间 , 则 [0,1] 上 有 两 个 送 算 旬 与 .从 它们 出 发 还 可 引 人 
更 多 的 运算 .我 们 有 

命题 8.4.1 设 [0,1] 是 MV 单位 区 间 , 则 

中 定义 zy 当 生 仅 当 x 国 y=1(x,yE[0,1]), 则 志 就 是 [0,1] 中 的 自然 
序 . 

( 记 定 义 zV y= 《x 中 y) 转 y, 则 VY 就 是 [0,1] 中 的 取 大 运算 ,那么 由 之 A y= 
(x VYy) 给 出 的 A 就 是 [0,1] 中 的 取 小 运算 . 

( 才 ) 运 算 中 可 用 一 与 表达 , 即 zx 中 y= x 一 y, 特 别 是 由 此 以 及 例 8.3.12 可 知 
z+*y=(1-xz+yAl(r,yE[0,1]). : 

证 明 只 需 证 明 (i), 因 为 (ii) 是 命题 8.3.6 和 (i) 的 直接 推论 ,而 (ii) 是 显然 
的 .这 里 把 (i),{ 放 ) 与 i) 一 并 列 出 是 为 了 说 明 MY 单位 区 间 中 的 过, V ,A 与 通常 
区 间 !0, 1 中 的 对 应 概念 完全 一 致 , 而 -> 又 正 是 例 8.2.8 中 的 Eukasiewicz 蕴 池 算 
对. 现在 来 证 明 (i). 由 例 8.3.12 知 x 级 y=1, 即 (1 ~z+y)Al=1. 此 式 显然 等 
价 于 x 在 通常 序 之 下 不 超过 y, 即 按 [0,1] 上 的 自然 序 x 所 y. 

定义 8.4.2 设 F(S) 是 由 S= {pi,p2,…| 和 生成 的 (一 ,一 ) 型 自由 代数 ,在 
F(S) 中 引 人 新 的 还 辑 连 接 词 如 下 : 

(用 AVB 表示 (4 一 是 ) 一 Bi; 

(这 用 4 四 B 表示 一 4 一 了; 

(ii 用 AAB 表示 一 (一 A VY 一 B). 

在 MV 单位 区 间 [0,1] 中 设 一 z= x , 则 [0,1] 是 (一 ,一 ) 代 数 . 

定义 8.4.3 设 v:F(S)->E0,1] 是 映射 ,这 里 [0,1] 是 MV 单位 区 间 , 若 是 
(一 ,一 ) 型 同 态 , 即 
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vA)=—v(A)=1-v(A),v(A=B)=v(A)>vu(B) 
=(1-v(A)+ou(B))AL, {8.4.1) 
则 称 wv 为 F(S) 在 MV 单位 区 间 [0,1] 中 的 赋值 ,简称 v 为 赂 值 . ES) 的 全 体 赋值 
之 集 记 作 0Q;. 
命题 8.4.4 设 A,BEF(S),vE nr, 则 
(i) vt AVYB)=v(BYA)= vA)YV vB); 
{ii) v( ADB)=v( BHDA)= vA)Dv(B); 
Gi vt AAB)=v(BAA)=v A}Av(B), 
即 ,ww 保持 运算 V ,由 和 A. 
证 明 (由 ”为 (一 ,一 ) 型 同 态 和 定义 8.4.2 以 及 命题 8.3.9(ix) 知 
vAVB)=v((A>B)>B)=(v(A) v0(B)) vB)= vA}V wv(B). 
由 命题 8,4,1, 在 MV 单位 区 间 中 v( A)YVw(B) =max{ou(A),u(B)| = vB}Y 
区 LA) ,所 以 全 成立， 
(让 由 vw 为 (一 ,一 ) 型 间 态 和 定义 8.4.2 以 及 命题 8.4.1 得 
ADB)=v— AB)= vA) B) 
=v(A)D(B)=v(B)Du(A) 
=v(B)rv(A)=vu(—=B=>A)- vBDA). 
(ii) 由 已 证 的 (以 及 了 保 -运算 得 
vAAB)=v(— ~ AV -BB)= oy A Vo B)) 
=v(A)AvB)}=v(B)Av A)=v(BAA). 
定义 8.4.5 设 A,BEF(S)， 
(i) 如 果 对 每 个 wE Pr 均 有 w(A)=1, 则 称 A 为 重 育 式 , 记 作 厂 A .如果 对 每 
个 vE 0 均 有 u(4)=0, 则 称 A 为 矛盾 式 . 
(让 如 有 果 对 每 个 v€E fr 均 有 wv(A)=w(B), 则 称 A 与 B 逻辑 等 价 , 记 作 As 
B. 
由 命题 8.4.4 立即 得 出 下 面 的 
推论 8.4.6 AVB~BVA,ADBSBDA,AABSBAA. 
例 8.4.7 以 下 各 式 均 为 重 言 式 ， 
(9 4 一 (BA); 
(DA 一 3) 一 ((B- 一 C) 一 (4A->C)); 
(i) ((A>B)=>B)=((B—>A)=A); 
(站 《一 有 一 一 日) 一 (了 一 上 A). 
证 明 为 书写 简便 ,依次 用 FE1,E2, Es 和 EE 分 别 表示 以 上 从 (站 到 (iv) 的 4 
个 公式 , 设 vwE 0 ,只 需 证 vtE)=1,(i=1,2,3,4). 分 别 用 a,5 和 c 表示 vw(A)， 
v(tB) 和 vw(C). 
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G) 注意 在 MV 单位 区 间 中 -ae =a>a =1, 得 
v(E)=vA) (vB) vo(A))= 4B-bPDa) 
=(—zaPDe B42) =1D™—)=1, 
fi vB 二 {a=0)>((bc) 一 {ac)) ,因为 当天 > 时 rz 一 9%=1 ,所 以 当 
Esc 时 vw(F,)=1. 以 下 设 ae >e. 
1 设 5 之 a 关 c, 则 a 一 5=1, 从 而 由 1 一 x =xz 和 命题 8.3.9 的 (iy) 和 (ix) 得 
vtEr)= bearc)=ar((b>e) re)= arb yce=1. 
2 设 a>5 这 cc, 则 由 
(bre)>{(a>e)= [i- (1-b+te)+(l-a+ec)]Al 
=(l-atb)Al=a~— 6, 


of = (ab)r(a—>b)=1. 
3 设 &g 交 ec 实 5, 则 Bc=1, 所 以 
viE2)= (a>p)>(tare)={[1- (1-ath)+(l-at+c)]Al 
=(1-b+c)Al=1. 

综 上 所 述 知 v{E3) =1 成 立 ， 

【ii 由 命题 8.3.9 的 fix) 得 

zf 下 3=((a 一 号 ) 一 二 )-((5->G) 一 ai)=(aV5)->(6Va)=1. 

(iv) 由 命题 8,3.9 的 (说 ) 得 

vEd)= (a>b) 2 (bra)= (a rb (bra) 
=(b>a)> (ba)=1. 

注 8.4.8 (i) 由 于 F(S) 是 由 S 生成 的 自由 代数 ,所 以 任 一 且 射 mm;S 一 [0， 
] 均 可 扩张 为 一 个 赋值 ":F(S)->[0,1]. 

( 刘 二 值 丈 辑 系统 岁 中 的 重 言 式 不 必 是 Luk 中 的 重 吝 式 .如 pV 一 p 是 工 中 
的 重 言 式 ,但 它 不 是 Luk 中 的 重 言 式 ,这 可 由 给 p 赋值 二 而 看 出 . 又 ,L 中 的 公理 
《L2) 也 不 是 Luk 中 的 重 言 式 ,请 污 者 自行 验证 . 

4iiLak 中 的 重 诗 式 一 定 是 工 中 的 重 言 式 ,因为 CA , 即 , 每 个 (一 ,一 ) 型 
问 态 v:F(S)=10,11 也 是 同 态 v: 上 (S)->[0,1], 特 别 是 命题 8.4.7 中 的 公式 都 
是 工 中 的 重 言 式 . 由 此 可 知 在 Luk 中 寻 辑 等 价 的 公式 一 定 也 是 在 工 中 膛 辑 等 价 . 
但 反之 不 真 . 如 ,在 工 中 pV 一 p 与 pp 逻辑 等 价 ,但 在 Luk 中 二 者 不 是 慢 辑 等 
价 的 , 良 为 后 者 是 重 言 式 ,而 前 者 不 是 重 言 式 . 

(iw) 在 Luak 中 ,一 个 公式 不 必 逻 辑 等 价 于 一 个 桥 取 范 式 . 因为 对 任 一 析 取 范式 


中 出 现 的 原子 公式 均 由 值 了, 则 此 析 取 范式 的 赋值 为 二 .可 见 至 少 重 言 式 与 矛盾 式 
都 不 能 化 为 与 之 愉 辑 等 价 的 听取 范式 . 同 理 ,Lulk 中 的 公式 一 般 不 能 化 为 逻辑 等 价 
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的 合 取 范式 . 
38.4.2 语 构 理论 


(1) 形 式 系统 Luk 

在 第 二 章 中 讲 过 ,一 个 形式 系统 由 符号 表 \ 公 式 集 、 公 理 集 和 推理 规则 集 4 个 
部 分 组 成 .Eukasiewiez 的 形式 系统 Luk 的 符号 表 与 公式 集 分 别 和 二 值 题 逮 辑 系统 
L 的 符号 表 与 公式 集 相同 ,推理 趣 则 也 相同 , 即 , MP 规则 ,但 Luk 中 的 公理 集 与 
中 的 公理 集 不 间 . 

定义 8.4.9 ”上 ukasiewicz 命题 逻辑 系统 Luk 中 的 公理 由 以 下 形式 的 公式 组 
成 : 

(Lul) A—=(B—™>A). 

(Lu2) 【〈4 一 B)-=(( BC) 一 (4 一 CC))， 

(Lu) 《〈( 4 一 B) 一 日) 一 ((B->A) 一 A)， 

(Lud) (一 4 ~ 一 也) 一 (BA)， 

定义 8.4.10 设 TCF(S),AEF(S). 从 工 到 4 的 推 渍 是 一 个 公式 的 有 限 
序列 A1,…,A, 满足 条 件 A, = A, 且 对 每 个 公式 Ai(i 扫 2) ,4 是 公理 或 A,ET， 
或 存在 j,k&<i 使 A; 是 由 A, 与 A 使 用 MP 推 得 的 结果 . A 叫做 上 -结论 , 记 作 
矿 上 FA. 叫 推演 长 度 , 当 本 = @ 时 ,将 厂 上 A 篇 记 为 上 A ,并 称 A 为 定理 . 

第 二 章 中 的 注 2.3.5 在 本 章 中 仍然 有 效 , 特别 是 以 后 可 由 已 证 的 定理 出 发 去 
证 明 新 的 定理 . 

命题 8.4.11 三 段 论 推理 规则 HS 成 立 , 即 


(A=>B,B>C} FA=>C, A,B,CEF(S). (8.4.2) 
证 明 《1)4 一 8 假设 
(2) (4 一 下)-((B 一 C)->(4A->C)) (Lu2) 
(3) (BC)=>(A™=C) (1),(2), MP 
(4) BC 假设 
(5) A—C (3),(4), MP 
例 8.4,12 试 证 以 下 各 式 为 Luk 中 的 定理 ; 
(1) BBYC 


(i)} (BY C>(A—>C) {B=>(A—>0)) 
(ii 《4 一 (BC))>(B-(A->C)) 
以 上 BVYC 是 (8 一 C)>C 的 简写 . 
证 明 《iD B->B YC 的 证 明 : 
(1) B~*( (CB)—B) {Lul) 
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(2) ((C>+B)>B)P (B20 0) (Lu3) 

(3) B—((B—>C)—C) (1),{2) ,HS 
所 以 FB+BYC, B,CEF(S) (8,4.3) 

(BYO(A=0))=(B 一 (A 一 C)) 的 证 明 ， 

(1} BYBYC {i) 中 已 证 定理 

(2) (B-(BVC)) 一 (BYVC 4 一 C)) 一 (BA 一 C))) (LW) 

(3) (BYVC-=(A 一 C)) 一 (DB 一 (4-C)) (1),(2), MP 

Gi (AY{B->0C))>(B 一 (A 一 C)) 的 证 明 : 

(04 一 (BC)) 一 (人 (人 (人 BC) 一 C)-( 4 一 CC)) (Lu2) 

(CCCBC) 一 Cj 一 (4 一 C) (BA4-C)) 《 动 中 已 证 和 定理 

(3) (A>(B>CN)=(B=>(A*C0)) (1)(2),HS 
所 以 

-A=(B>C)>(B—>(A>0)). (8.4.4) 


例 8.4.13 们 由 A 一 (8 一 A) 为 公理 和 (8.4.4) 式 运用 MP 可知 B 一 (A 一 
入) 为 定理 , 取 B 为 任 一 公理 ,运用 MP 立即 得 出 
FA—A. (8.4.5) 
( 认 因为 (A>B)>((B8C) 一 (A 一 CC)) 是 公理 (Lu2), 所 以 由 (8.4.4) 式 和 
MP 立即 得 出 


HB>CP((A=B) =>(A=C)). (8.4.6) 
例 8.4.14 试 证 以 下 各 式 成 立 ; 
0 上 一 一 A 一 A (8.4.7) 
(i 上 OA- 一 8) 一 (B-> 一 上) (8.4.8) 
(ii) FA—>— A (8.4.9) 
(iv) 上 (一 4 一 是) 一 (7 有 > 和) (8.4.10) 
(Y) FA=B) (EB A) (8.4.11) 


证 明 《ji 由 一 一 4 一 (一 一 8 一 一 一 4) (一 一 B-> 一 一 各 )= (A 7B) 
及 (一 A 一 B)>(B 习 A) 邦 是 公理 知 ,运用 两 次 HS 就 得 到 
上 一 一 4 一 (BA)， (8.4.12) 
由 (8.4.12) 式 和 (8.4.4) 式 得 上 B 一 (一 一 A 一 A). 再 取 B 为 任 一 公理 即 可 由 MP 
让 明 (8.4.7) 式 ， 
(0D (8.4.8) 式 的 证 明 如 下 ; 


(DD) (一 一 4 一 A) 一 (4 一 一 B) 一 (一 一 A 一 一 B)) (Lu2) 
(2) AA () 中 已 证 定理 
(3) (A——B)-*(— A>—B) (1), (2), MP 


(4) (——A>—B)>(B=>—A) (Lud) 
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(vV) (A=>—B)~(B—>~—A); 

(vi) (A>(B=>0))~(B>{A>O0)). 

由 命题 8.4.18 可 以 证 明 F(S) 上 的 可 证 等 价 关 系 ~~ 是 F(S) 上 的 同 余 关系 . 

命题 8.4.19 FF(S) 上 的 可 证 等 价 关 系 一 是 F(S) 上 的 同 余 关 系 , 即 

人 虽 若 A4 一 下, 则 一 4 一 一 及 

(i) 车 A~B 且 C~D, 则 (A 环 C)}~(B*D). 

证 明 一 是 FS) 上 的 等 价 关 系 是 容易 证 明 的 , 略 去 .以 二 证 明 (i 与 (这 成 
记 ， 

避 设 4~ 日 , 则 上 FA- 日 旦 上 BA4. 由 命题 8.4.18 的 (让) 立即 得 出 上--B 一 
一 各 且 上 一 4 一 一 下, 所 以 一 A 一 一 日， 

( 划 设 A~B,C~ 厂 , 则 上 8B 一 A. 又 由 例 8.4.12(0) 知 上 FA->AVC, 所 以 由 
HS 得 HB 一 AVC. 又 ,由 (8.4.4) 式 得 

((4~C) 一 (BC)) 一 (B-((4C)C))=B->AVC， 

所 以 

F(A > C) -> (B— C). (8.4.13) 
进一步 ,由 (Luk 2) 知 上 上 (BC) 一 ((CDD))>(B 一 DD)). 所 以 由 (8,4.4) 式 得 
FCzD)>((B8C)>(B 一 DD)) .那么 由 C~D 和 MP 得 

FH(B— C}—= {8B-—D). (8.4.14) 
由 (8.4.13) 式 和 (8.4.14) 式 和 HS 得 上 (A->C) 一 (B-> 史 ). 同 理 可 证 上 (8B 一 D) 
AC). 所 MUM(A=C)~{B—=D). 

推论 8.4.20 设 A,B,CEF(S). 

中 若 A~B,C~D, 则 AYC~BYD; 

tj) 着 A~B,C~D, 则 A 四 C~ BD; 

(tii) 车 A~B,C~D, 则 AAC~BAD. 

命题 8.4,21 在 (一 ,一 ) 型 商 代数 F(S)/-~ 中 规定 

[AIBLB]=[—=A=>B],[A] =[ 一 4]= 一 [A],0=[ 一 (AAA 让， 
(8,4.15) 
则 (F(S)/~, 终 ,站 构成 一 个 MV 代数 . 

证 明 涌 先 注意 定义 (8.4.15) 式 是 合理 的 ,以 0=[-( A 一 AA)] 为 例 , 任 取 A， 
BEF(S), 由 (8.4.5) 式 知 及 >A 与 B->B 都 是 定理 ,从 而 (A 一 A)~~{B->B). 再 
由 命题 8.4.19 就 得 到 一 {A 一 A) ~ 一 (8B>B). 所 以 0 的 定义 是 无 歧义 的 . 

”因为 [A]B[B]=[ 一 A 一 8]=[A 儿 8B], 所 以 由 命题 8.4.18(ir) 知 外 是 交换 
的 .又 ,由 

(ADB)DC = (一 (一 4AB) 一 C) 一 (一 C->( 一 4 了 B)) 

(CA 一 (一 CDB)) 一 (一 4 一 (一 BC))=A 个 (B 约 C) 
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知 旨 是 结 人 台 的 .又 , 设 有 为 定理 , 则 (8B-*4) 一 及 .所 以 
[4] 申 0= [一 4- 一 (44)]=[(4>A4) 一 4A]=[4]. 
这 就 证 明了 (FC(S)/ 一 ,时 ,中 是 以 0 为 单位 的 交换 半 群 . 
其 次 , 易 证 对 任 一 BE F(S),(B 一 (A 一 A)) 一 (A 一 A), 所 以 
(AJBO=LAIDLA-*A]=[—-A=>(A>A)]=[A—+A]=0". 
表 次 ,([A] =[ 一 4 [一 一 4]= [4] 成 立 ， 
最 后 ， 
(4j 中 [8]) 引 [5]= (一 4] 引 [B]) 个 [8B] 
=|[ 一 (4 一 8)]@[LB8]=[(4 一 8) 一 了]. 
同 理 ([B]DLA])B[A1=[(B 一 A) 一 A]. 所 以 由 命题 8.4.18(ii) 知 
([A4JDLB])YDLB]=([B] DA DA. 
这 就 证 明了 (F(S)/~, 田 ,0) 是 MV 代数 . 它 是 关于 Luk 系统 的 Lindenhaum 代 
数 , 简 记 为 [F]. 在 [下 ] 中 把 0° 记 为 1. 
命题 8.4.22 (Luk 的 完备 性 定理 ) 设 AE F(S), 若 A 是 重 言 式 , 则 A 是 定 
理 , 印 ， 
若 瞩 A， 则 上 A， (8.4.16) 
证 明 设 A= 了 (pl,…, 记 ,), 即 ,A 由 原子 公式 1，,…, p, 经 逻辑 连接 词 -， 
与 一 连接 而 成 ,由 FA 知 对 任 一 "ED 均 有 
vA)= 天 区 (= {8.4.17) 
这 里 了 将 [0,1] 中 的 变 元 wt p1),…， v{ 思 ,) 通 过 一 与 相连 接 , 其 方式 恰 如 f 将 原子 
公式 所 ，…, 思 , 通过 一 与 相连 接 的 方式 ,由 于 wE 0 是 任意 的 ,所 以 中 
v( 各 ) 的 值 在 MV 单位 区 间 [0.1] 中 任意 取 值 均 使 (8.4.17) 式 成 立 . 这 表明 
(8.4.17) 式 是 MV 单位 区 间 [0,1] 中 的 等 式 . 由 MV 代数 的 完备 性 定理 命题 
8.3.15 知 ,等 式 (8.4.17) 在 每 个 MYV 代数 中 都 成 立 . 特别 是 {8.4.17) 式 也 在 MV 
代数 [FF] 中 成 立 . . 
考虑 有 映射。 ;FF(S)>[F], 这 里 
ul(A}= [A], AEF(S). (8.4.18) 
由 (A)=[—A]= 一 [A]=—u(A) 和 4(& >B)=[A~B8]=[A]=[8]= 
u(Aj>u(B) 知 为 {一 ,一 ) 刑 同 态 ,所 以 
ual(A)=f{(u(p1),, u(p,))=1 
在 [ 户 ] 中 成 立 , 即 [A]=0 =[A 一 A], 或 4~(A 一 A). 所 以 A 是 定理 
推论 8.4.23 在 Luk 系统 中 , 厂 A 当 且 仅 当 上 A (AEF(S)). 
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习题 二 十 五 


1. 在 MY 单位 区 间 中 
fi) 设 a*b=1,6*c=1, 求 ace; 
(i) 设 a>b=0.55,6 一 c=0,55, 求 ae; 
(i) 设 a-*bp=0.5,bc=0.5, 求 ac. 
2, 在 MYV 单位 区 间 中 设 
bli=a abtl=b, a,n=1,2,". 
试 证 车 e >0, 则 存在 ?使 如 =1. 
3. 设 AEF(S),aE10,1], 如 果 对 每 个 vyEfI 恒 有 wtA) 之 a, 则 称 及 为 
a 一重 言 式 ， 
(i) 举 出 一 个 站 一重 言 式 的 例子 ,使 它 不 是 0.6 一 重 言 式 . 
(i) 设 A=(pgqgY 一 qg) Vp, 试 证 AA 是 0.75 一重 官 式 , 且 当 a>0.75 时 ,及 
不 是 a 一 重 言 式 , 这 里 户 ,g 是 不 同 的 原子 公式 ， 
4, 设 TCF(S),AEF(S). 如 果 
vn)= Alv (BBET|I=1WH, v(tA)=1,v0€ 0, 
则 称 古 是 A 的 模型 , 记 作 FF-A. 试 证 
落 卫 上 上 4, 则 THA. 
5. 设 卫 = 14 一 日 ,A 一 (了 BC)] , 试 证 
(TUIAI EFC:; 
(让 TEA 一 C 不 成 立 , 从 而 本 上 A 一 C 也 不 成 羡 . 
6. 说 明 在 系统 Luk 中 演绎 定理 不 成 立 , 即 ,从 U1A| 上 PB 一 般 得 不 出 卫 上 
A 一 B. 但 欠 耳 FA 一 B 可 得 PU1A| 上 FB. 


$8.5 Ro 代数 
$8.5.1 Ro 代数 的 定义 及 其 基本 性 质 


定义 8.5.1 设 放 是 (一 ,VY ,一 ) 型 代数 ,如 果 财 上 有 偏 序 过 使 (M ,所 ) 成 为 
有 界 分 配 格 , 且 V 是 关于 序 志 的 上 确 界 运算 ,一 是 关于 序 所 的 逆序 对 合 对 应 , 且 

(M1) —a——p= ha, 

(M2) la=a, a>a=!1, 

(M3) bc (amb) ac), 


88.5 Ro 并 数 ，185 ， 


(M4) (一 百人 
(MS) azbVe=(awh) VY (azc), 0 和 Ar 三 fa 一 下) 人 (GCC)， 
(M6) (ab)V (arb) >—a Vb)=1. 
这 里 1 是 (M ,去 ) 中 的 最 大 元 , 则 称 M 为 Ro 代数 ， 
以 下 常用 a 表示 一 a. 又 ,由 ' 为 逆序 对 合 对 应 知 De Morgan 对 偶 律 成 立 L]， 
即 (aVB =a Ab’,(aAb) =a Vo. 
例 8.5,2 设 B8 是 Boole 代 数 ,在 B 中 规定 a->b=a V5,B 自然 是 有 界 分 配 
格 ,又 
(DD ab =(a) Yb =6 Va=b ra, (M1) 成 立 . 
(i) Ta=l Ya=0Va=a，a>a=a’ Ya=1, (M2) 成 立 . 
Qi) (ab) s(tare)= (a Ve) V(a' Ve)=(aAb)Va’ Ve 
={aVa VeoA(b Va Ye)=b YeVa’ 
之 b Yc=5c，(M3) 成 立 ， 
(iv) ar(b*c)=a V(b Ve)=b NV (a Ve)=b rae), (M4) 成 立 ， 
(WarbVec=a VbVe=(a Vo)V (a Ve)=(arb)V (are). 
XarbAc=a V(bAc)= (a Vb) A Ye)= (orb) A(ac), (MMS) 成立. 
(WD) (Carb)V (arb)>a Ve)=((a' VV (a Ve) Va Vb 
=1Va Yb=1, (M6}) 成 立 ， 


所 以 Beole 代数 是 Ro 代数 . 
例 9.5,3 在 单位 区 间 [0,1] 上 规定 a =1-a,aV5=maxla,b), 且 
arb= Rola,b)= a6, 
a vb, a>b., 


则 [0,1] 成 为 Ro 代数 , 称 为 Ro 单位 区 间 . 事实 上 ,只 需 证 明定 义 8.5.1 中 的 条 件 
(M1) 一 (M6) 成 立 . 
有 当 a 时 pa, 所 以 a 一 5 =1=b-ra. 当 a >b 时 >a, 这 时 仍 有 
a b=(a) Vb =b Va=b ra. 
所 以 (M1) 成 立 . 

(让 当 a<1 时 1->a=1 Ya=a 成 立 . 当 a=1 时 仍 有 la=a.X,ama= 
1 显然 成 立 . (M2) 成 立 . 

(iii) 因 为 当 a 委 c 时 a 一 c=1, 从 而 (M3) 显 然 成 立 , 所 以 可 设 a>e. 以 。 记 
(Cab)>(a*c). 这 时 车 5 和 cc, 则 a V5 和 a Ve, 从 而 e=a Vbra Vc=1], 
(MB) 成 立 ,者 8>c, 则 5->c=6 c. 这 时 车 a 所 5, 则 a bb ,ee=l-*{a*c)= 
Qa Vc 之 Nc, 从 而 (M3) 成立. 车 a>6, 则 ge=a Nb ra Ve 不 逮 设 a Vb>a 
Vc ,那么 a < 从 而 c=a Vbra Vcr=b>a VY cbxc. 总 之 e 实 b>c. 这 就 
证 明了 (M3). 
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(iv) 由 对 称 性 知 只 需 证 明 a 一 (b>c)b>(avc). 若 a>5 mc, 则 oa(b 
Va VO NoO=o Ya Ye js a>e). 若 4 和 bc, 则 当 上 bc 肝 p 所 a 
Vege 从 而 bp 一 (ac)=1 宕 a 了 (bc), 当 5>c 时 有 a 所 5b Ye. 这 时 车 
40, 则 b>(ae)=1 宇 a 一 (56>c). 车 a 所 5 , 则 ba Sa Yc 人 a*c, 仍 有 
plamc)=1 之 a 一 (bce).(M4) 成 立 . 

{v) 由 于 zx- 一 y 关于 y 单调 递增 ,日 [0,1] 中 尾 二 元 5 与 可 比较 大 小 ,由 此 容 
易 证 明 (M5) 成 立 . 

(vi) 不 妨 设 a>5. 这 时 由 a NY 56=ab 知 {M6) 成 立 . 

所 以 Ro 单位 区 间 是 Ro 代数 . 

例 8,5.4 MV 单位 区 间 不 是 Ro 代数 .事实 上 , 令 a=0.6,5=0.4, 则 a 一 6 
=0.8,(a>b)ra Yb=0.8-*0.4=0.6, 所 以 (M6) 不 成 立 ， 

命题 8.5.5 设 M 是 Ro 代数 ,a ,b,cEM, 则 以 下 人 性质 成 立 . 

(P1) ce 一 8=1 当量 仅 当 a&b. 

(P2) a 所 bre 当 上 且 仅 当 ba>e. 

(P3} aV bc=(arc)A(b rc),a Ab rec= (a re)V (be). 

(P4) 若 6c, 则 a 一 5 所 a*c. 阁 a 所 DD, 则 bc 入 a>e. 

(P5) a 一 32a Vb. 

(P6) (a—b}Y (ba}=1. 

(P7} aaAa bYVb. 

(P8) a(b>a)=1, 

(P9) am{a—b)=1, 

(PIO) a VY bE((a>b) pb) A (ba) xa). 

{Pll) a>bta Veh Ye,arbsa Ncrbhe. 

(P12) a *»b 人 are)y (eb), 

证 明 (0) 设 a=5=1, 则 由 (M1),CM3) 和 (M2) 得 

a=l*a=a =>0(b a) 7b 0 = ab) >(1 376)=1b=b. 

反 过 来 , 设 a 所 5, 则 5a Vb, 所 以 由 (M5) 和 (M2) 得 
arb=araV b=(ara)yV(a>b)=1. 
这 就 证 明了 (P1). 
(让 由 (M4) 和 (P1) 立 即 得 出 (P2). 
(ii aV be =e (VB =0 ra Ab=(c ra A rp’) 
= (a—rc) A(he), 
类 似 可 证 a Ab 王 c= (ec)V(6->c) .所 以 (P3) 成 立 ， 
(iv)(P4) 是 (M5) 和 (P3) 的 直接 推论 . 
(WD 因为 a =a=>0<ab,b = 1 sa 一 吉 , 所 以 (PS5) 成 立 . 


§8.5 Ro 代数 " 187 . 


( 坝 由 (M5) 知 ab=araAb,b=a=6a 人 6, 所 以 由 (P3) 得 
(a Vib>a)=(a>aAb)V (braAb)=aAb*aAb=1. 
所 以 LP6) 成 立 . 
(vii) 由 (M5) 和 (P3) 得 
aNa rbVb =(a>b)V (a >b)V {arb Va 一 六 
ah) Vy (ba)=1, 
所 以 (P7) 成 立 . 

(vi 因为 a=1>a 坊 6a, 所 以 由 (1) 知 (P8) 成 立 ， 

{ix) 由 (P8) 和 a 一 =b >a” =65xa 知 (P9) 成 立 ， 

(x) 因为 a 悦 ((58->a)>a)=1, 所 以 由 (P1) 得 a 志 (5->a)>a. 叉 ,由 (M4) 和 
(ND) 得 ar((ab))=(ab)>(a 习 5)=1, 所 以 由 (P1) 得 a 所 (a 一 5)-> 
5 ,由 此 得 ae 委 ((e 一 一 5)A((8>a) 一 ca). 同 理 可 证 b<((ar6)>b) 人 (6— 
2) 一 4) ,所 以 (P10) 成 立 . 

(wj) 由 (P10) 有 a>((a*6)>5)=1, 由 (PB8) 有 c=>((a 一 8)c)=1. 所 以 
由 (P3) 和 (M5) 得 

aVc*((a—b) bye)=1. 
青 由 (M4) 和 (Pl1) 即 得 (P11) 中 的 第 一 个 不 等 式 .类似 地 可 证 第 二 个 不 等 式 也 成 
立 . 
(xi 由 (M5),(P11) 和 (P3) 并 注意 M 是 分 配 格 ,得 
arb SayVce rhbVYec=(aV erb)V (aVe>c) 
= (las6) Atc>o) YN ((ame) A (ce)) 
=((a>b)A(crb)) VY (are) 
= {arb)V (arc) A((crb) YY (a—e)) 


(are)V (cb). 


所 以 (P12) 成 立 ， 
命题 8.5.6 设 M 是 Ro 代数 .在 MM 中 引 人 两 个 新 的 算 子 力 与 x 如 下 : 
aDb= a rb, utb={arpb’ ), abEeEM. (8.5.1) 
则 


(P13) (M ,外 ,0) 是 以 0 为 单位 的 交换 半 群 ， 
(P14) (M,* ,1) 是 以 1 为 单位 的 交换 半 群 ， 
(P15) 中 与 * 都 是 单调 算 子 ， 

(P16) a * ba A ba YY bEaDb, 

(P17) axBsc 当 且 仅 当 a 所 be， 

(P18) a x brc=a—>(b ce),a>( bra * 5)=1, 
(P19) a * a’ =0,a 四 ao =1， 


，188 ， 第 太 直 包 值 逐 辑 演算 理论 


(P20) na =24, a"= ,这 蛙 nn 完 2 


na = aOD:…OPDa Ad" a ¥q, (8,5.2) 
: 4 


(P21) a# (BVYe)= (a Bb) Vt{ase), 

(P22) (a Vb) = a Yb, 

(P23) a (bre)= {arb)-r (a xe), 

证 明 (i)(P13) 与 (P14) 的 证 明 类 似 ,我 们 仅 证 明 * 是 结合 的 ,其 余部 分 作为 
练习 留 给 读者 .由 (8.5.1) 式 和 性 质 (M1),(M4) 即 得 

(axb)rc=((arb) re) ={cr(amb)) = ar cr) 

=(a*(brc)) =(ar{(b*c)) =ax (he). 

(i) 则 与 * 的 单调 性 由 性 质 (P4) 和 ' 为 逆序 对 合 对 应 即 得 . 

(i) 由 a # ba #1=a 和 a # bilxb=b 即 得 a * baAb. 由 a=a 中 0 
Sab 和 =0 四 5 所 a 四 5 即 得 a Vb 所 a 中 2， 所 以 (P16) 成 立 . 

(iv) a# ssec 即 (ae 政委 c 也 即 [a 一 六 -ce= 0c->(a>b )= Ga 一 (fc 一 
5 =a>(brc)=1, 所 以 a 护 5->c. 又 ,相反 的 推理 也 成 立 .所 以 (P17) 成 立 ， 

(vy) (P18) 和 (P19) 容 易 验 证 ,证 明 留 给 读者 . 

(Yi) 为 证 明 性 质 (P20) ,我 们 先 证 明 一 个 等 式 : 


(br bb ))= (bb’). (8.5.3) 
事实 上 ,由 (P8) 知 (8->8') 一 (6 一 (bb ))=1, 再 由 (P1) 就 得 出 
(bb Ebb 6)) 
反 过 来 ,由 (M6) 有 
(VC ro ro Yb )=1. 以 eitob ) 0, 
(bb ) Vce=1. (8.,5.4) 
由 (P8) 得 
(b>b rhb )) (606))=1. (8.5.5) 
由 (M3) 得 


人 太太) ro (bor0)) (bb’)=1, 
即 
cr((br( bb )) (br6))=1. (8.5.6) 
由 (8.5.5) 式 和 (8.5.6) 式 以 及 (P3) 得 
(bb)Ver(be (bb) (bb ))=1 

等 由 (8.5.4) 式 即 得 (6 一 (6 习 5)) 一 (5 一 Bb )=1. 所 以 由 (P1) 和 已 证 不 等 式 知 
(8.5.3) 式 成 立 . 

现在 证 明 (P20) ,只 需 证 上 明 34 =26 和 a?= a7. 事实 上 ,在 (8.5,3) 式 中 邻 5 = 
a 即 可 由 (8.5.1) 式 得 
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34=aD(aPBa)=a (a >a)=a a=adDa=2a. 

类 似 地 ,在 (8.5.3) 式 中 令 & 一 a, 则 由 (8.5.1) 式 得 
a=(axa) a=((a>a ) ra) = (ora) =axa=a. 

(vi 设 a,5,cEM, 则 由 (8.5.1) 式 和 (M5) 并 注意 De Morgan 对 偶 律 得 

a (BbVe)=(ar(bVe)) =Carb Ac = 人 (> 人 (ae 

=(arpb} Vlase) =(axb)V(axrrc). 

所 以 (P21) 成 立 . 

Cvii) 由 (M1) 和 (MGB) 得 

CT 六 二 有 一 4 (bo ba ) = (ba) hb) 

=b*arb =ab rb tax bayVb. 

同 理 有 b>a<a # b>a2*Vb?, 又 ,由 (P6) 有 (a-rb}V (ba)=1, 所 以 axb> 
qxV 如 =1, 从 而 由 ({P1) 知 ax Sa2V 5 

由 (P20) 知 只 需 就 x =2 的 情形 证 明 (P22). 这 时 由 (P21) 得 

(aVe} =(aVe)r(aVb)=(ara)V (axrb) Vora) Vy (bs) 

=(axb)V (a Vb)= a Vb. 

所 以 (P22) 成 立 . 

(ix) 由 (MB3) 知 b>c 扎 (a2>8) 习 (a2>c) ,所 以 由 (M4)、(P18} 和 (P20) 得 

0 (br)Ear((a rb) ae) = 0b) (a ac)) 

= (a (qrc)= (rb) >(g xe). 
男 一 方面 ,由 a* 一 p<&b 和 (M4) 知 
(eb (ear) Eb (a re) = a (be). 


所 以 (P24) 成 立 ， 
$8.5.2 Rn 代数 中 的 MP 滤 子 


定义 8.5.7 设 M 是 Ro 代数 ,FCM. 

(站 如果 1E€ 下 , 且 下 对 MP 运算 笠 闭 , 即 , 当 a,a-*bpEF 时 bEF, 则 称 下 为 
MP 带子 ， 

(ii) 如 果 玉 是 MP 滤 子 , 且 当 a V5EF 时 aEF 或 5EF, 则 称 下 为 案 滤 子 . 


鲍 8.5.8 设 M 是 Ro 单位 区 间 , 则 (3,1] 是 MP 滤 子 ,并 且 是 素 渡 子 .但 
[7 ,1 不 是 MP 浪子 ,因为 ,比如 , 寺 E[ 十 ,1], 卫 一 十 E[ 寺 ,1], 但 [十 ,1]， 


又 设 a€ (,11, 则 (a,1] 与 [a,1] 都 是 素 小 子 
命题 8.5,9 设 M 是 Ro 代数 ,FCM. 
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GF 是 MP 滤 子 当 且 仅 当 F 关 ,FF 是 上 集 , 即 当 aEF,p 守 a 时 5EF, 有 HF 
对 * 运算 封闭 ， 

(i MP 滤 子 对 交 运 算 A 人 封闭, 目 包 含 1, 从 而 是 通常 意义 下 的 滤 子 . 

( 道 )MP 主子 上 是 素 滤 子 当 且 仅 当 对 MM 中 任 二 元 a 与 5 有 a->6bEF 或 b>a 
EF. 

证 明 人 设 节 是 MP 滤 子 , 则 由 1EF 知 大全 .又 , 设 eEF 日 gz, 则 由 
a>b=1€F 和 NbEF, 所 以 下 是 上 集 .再 设 4,5EF, 则 由 a->(5a x*5)=1, 即 
得 a #* bEF, 即 下 对 * 封闭 . 反 过 来 , 设 F 关 引 . 由 下 为 上 集 知 1EF. 设 a,a> 
bEF, 则 a x (a-r6b)EF, 由 (P17) 和 a>b 所 a 一 5 知 a# (ga 一) 所 b, 所 以 由 下 
为 上 集 知 5E F. 从 而 下 为 MP 小子 . 

(让 由 (P16) 知 a * ba 5. 所 以 由 MP 滤 子 下 为 上 集 以 及 对 x 封闭 知 下 也 
对 A 封 闭 , 

(ii) 设 F 是 素 滤 子 .因为 由 (P6) 知 (a 一 6) V(b->a)=1EF, 所 以 由 家 渡 子 的 
定义 知 a 一 bE 下 或 b>a€ 下 . 反 过 来 , 设 下 是 MP 滤 子 月 对 人 中 任 二 元 a 与 b 
有 abEF 或 5->a EF. 如 果 aV&EF, 则 由 下 为 上 集 和 {P10) 知 (a 一 5) 一 
btP,(b ra) ra€E FPF, 所 以 车 sax5EF, 则 5EF. 车 5>aE 下, 则 aEF. 可 见 下 
是 素 滤 子 ， 

定义 8.5,10 设 M 是 Ro 代数 ,ACM. 则 所 有 包含 A 的 MP 滤 子 之 交 显然 
是 包含 4 的 最 小 MP 滤 子 , 称 为 由 A 生成 的 MP 弟子 , 记 作 [4). 

命题 8.5.11 设 M 是 Ro 代数 ,4 是 M 的 非 空子 集 , 则 

[A)= [zx€EM| 存 在 n€EN 和 al,…,a,€A4 使 ax x assz]. (8.5.7) 

证 明 (8.5.7) 式 右边 的 集 显然 是 上 集 上 且 对 运算 x 封闭 ,所 以 是 MP 证 子 .又 ， 
任 一 包含 4 的 MP 滤 子 都 包含 这 个 集 , 所 以 它 就 是 [A )， 

命题 8.5.12 设 M 是 Ro 代数 ,aEM,a 关 1. 则 M 中 有 素 滤 子 斑 使 a 和 下. 

证 明 以 3 表示 M 中 全 体 不 含 a 的 MP 滤 子 之 集 .因为 !1| 是 MP 滤 子 且 
时 |E 兄 所 以 子 非 空 ,3 按 包 售 序 己 构 成 一 个 偏 序 集 , 设 |F.|iE 7 是 F 中 的 链 , 册 
荔 证 UF;|i€ 站 是 MP 滤 子 日 为 这 个 链 的 上 界 . 所 以 由 2om 引 理 知 儿 中 有 一 个 
极 大 元 下” .F* 就 是 M 中 不 合 a 的 素 滤 子 . 

事实 上 , 若 不 然 , 则 M 中 有 元 5,c 使 b>c 与 -=p 都 不 属于 F* . 作 Fi,F, 如 
下 ; 

FrEMIIyEF', JnEN 使 yx (一 ex |， 

了 =jzEM jyERF+ 3 使 y*(ce 一 Jr 
则 Fi 与 FF 都 是 上 集 且 都 关于 * 封 闭 ,从 而 都 是 MP 滤 子 , 旦 分 别 包 售 1 x (5>c) 
=b*c 利 1 x (cb)= cx5. 因 而 让 与 Fy 都 真 包含 下 .以 下 只 需 证 证 与 已 
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之 一 属于 3 就 可 推出 FF* 不 是 极 大 元 的 巴 简 , 即 ,以 下 只 需 证 a 台中 或 a 和 舍 忆 . 今 
友 设 aEFl 且 a€E 户 , 则 有 yy,y2EF 和 和 nn1,n2EN 使 
ay * (be)™, a yy (ch) "2, (8.5,8) 

令 y=yAy; 则 yEP"*. 令 n=maxfniyn2d, 则 (Bc) 六 守 (6>c)", (ec> 
"之 (cb)*. 注 意 由 {P22) 和 (P6) 有 (be)*V(eb)*=((bxe)V (cb))" 
=1, 则 由 (P21) 和 (8.5.8) 式 得 

a ly (bee )V (yx (crh))=y* (he) "VYV(crb)")=y#1=y. 
从 而 由 yEF* 知 aE€F* .了 矛盾 . 


$8.5.3 ”Ro 代数 的 完备 性 定理 


现在 我 们 来 建立 与 MV 代数 的 完备 性 定理 相对 应 的 关于 Ru 代数 的 完备 性 定 
理 . 

命题 8.5,13 设 M 是 Ro 代数 ,F 是 M 中 的 MP 滤 子 .在 M 上 定义 二 元 关 
系 ~ 如 下 ， 

a 一 十 ” 当 且 仅 当 awbEF 有 月 bp-xa€ 下 ， (8.5.9) 

则 (一 是 M 上 关于 …，,V 与 -> 的 同 余 关系 , 且 商 代数 M/F=M/~p= [faleia 
€ MI 是 Ro 代数 ,其 中 的 偏 序 由 下 式 确定 ， 

[a jr 和 此]F 当 且 仅 当 a>b€EF. (8.5.10) 

{ii) 阁下 是 罕 滤 子 , 则 M/F 是 全 序 R, 代数 ， 

证 明 (i) 容易 证 明 ~* 是 M 上 的 等 价 关系 ,又 , 设 4a~ 动 ,c~sd, 则 由 a 一 
b=b raEtF 和 ba =a>bEF Ma ~b’. ,由 a*pEF,c—dEF OF 
为 上 集 知 a>hV dEF,c>bV dE 下 ,所 以 由 下 关于 A 封闭 得 

aVcerbVd={arbVd)A(cerb Vd)ErF. 

同 理 可 证 5V qa VcEF, 所 以 a Vc~ 志 Yd. 最 后 ,由 a-*6=b'->a EF 和 
ba (eh) ) = 和 (Bre) 7a>e)EF. 类似 地 
有 {ac)>(b>c)EF, 所 以 (a 一 c)~p(6>c). 同 理 可 证 (56>c)~s(b=4d), 所 
以 (ec) 一 PFC 一 Gd). 这 就 证 明了 ~ 是 M 上 的 (…V ,一 ) 型 同 余 关 系 . 由 此 可 知 
(8.5.10) 式 中 关于 所 的 定义 是 合理 的 , 且 易 证 委 确 为 M/F 中 的 偏 序 , [1]; 与 
L0js 分 别 是 (CMVF ,所 ) 的 最 大 元 与 最 小 元 ,[e]rV [5]s 是 [a1s 与 [5]s 的 上 确 
红 , 又 ,由 一 是 ( ,VY ,一 ) 同 余 关系 知 条 件 (M1) 一 (M6) 成 立 .所 以 M/F 是 Ro 代 
数 ， 

(让 设 [a js,L58]rE M/F. 若 下 为 察 滤 子 , 则 a-x5EF 或 5 一 a 忆 FF, 从 而 由 
(8.5.10) 式 知 [a ]p 所 [5]s 或 [bz 和 [ae ls. 所 以 M/F 是 全 序 Rn 代数 . 
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命题 8.,5.14 设 |M,|iE Ti 是 一 族 Ri 代数 ,M = lm 是 其 直 积 ,在 M 中 


点 式 地 定义 偏 序 委 以 及 VY 和 一 . 则 M 构 成 一 个 Ro 代数 , 称 为 {M1iE€ 耳 的 条 积 
Ro 代数 . 

和 证明 可 按 坐 标 验证 ,证 明细 节 作 为 练习 留 给 读者 . 

定义 8.5,15 设 MM 是 Ro 代数 ,A 是 M 的 非 空子 集 .如 果 A 对 运算 ,,V 的 -> 
封闭 , 则 称 4 为 M 的 子 Ro 代数 ， 

注 8.5.16 设 A 是 M 的 子 Ro 代数 , 则 A 关 8. 任 取 a€E4, 则 a=a=1E€ 
A,1 =0€ 有 A. 可 见 10,1iCA. 叉 ,10, 直 对 “, VY 与 一 封闭 ,可 见 10, 匡 是 M 的 最 小 
子 Ro 代数. 

定义 8.5.17 设 Ad 与 M,; 是 Ro 代数 ， vp: MM 是 映射 . 如 果 站 你 运 


算 ,，,V 与 ~, 则 称 g 为 同 态 .如 果 yp 还 是 双 射 , 则 称 g 为 同 构 , 记 作 MI SN 

命题 8.$.18 每 个 Ro 代数 都 同 构 于 一 族 全 序 Ro 代数 的 乘积 Ro 代数 的 其 
子 Ro 代数 . 

和 证明 设 MM 是 Ro 代数 ,以 FS 记 M 中 的 全 体 素 滤 子 之 集 , 由 命题 8.5.13(ii)， 
对 每 个 FEZ MA 是 一 个 全 序 Ri 代数 . 令 

M= [ {M/FIFE 列 , 则 对 是 Ro 代数 .定义 映射 p: M-> 现 如 下 

p:M>M, P(r)=([zr le)pes, 
好 q(x) 的 下 -和 华 标 为 x 在 M/F 中 所 在 的 同 余 类 [ x]s, 则 由 
pir)=(r jr)pes= ([z]s )pes= [([z]F)rez] = (p(x)), 
plrVy)= (lzVy]e)res= ([x]pV Lyle)pes= (LzxlF)resy ([ylr)ees 
=p(r}Y p(y), 
plr—y) 三 ([z 一 yj )rez= ([zjr 一 [y]rjres= ([zjpjrceyr>([y]Fjrcy 
= plr)rp(ly) 

知 P 为 同 态 .又 , 设 x 关 y, 则 zy=1] 与 y>zx=1 不 能 都 成 立 .不 妨 设 TY 天 | 
则 由 命题 8.5.12 知 有 素 滤 子 FE 使 x 一 y 信 下 ,从 而 由 (8.5.10) 式 知 [ x]s 关 
[yj], 可见 ftz) 天 pf 令 M =g(OM), 易 证 M 是 好 的 子 Ro 代数 .显然 
MEM"*, 

命题 8,5.19 设 M 是 全 序 Ro 代数 , 则 

arb=| Sb， sem 
a' Vb, a>pb, ， 
证 朋 只 需 证 当 a>6 时 ,a *b=a VB. 事实 ,由 (M6) 寻 
(ea 一 中) Vy ((aspb) ra’ Vb)=1. 

所 以 由 M 为 全 序 Ro 代数 以 及 a>5 关 1 知 (a>b) ra V6=1, aba Vb. 
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又 ,由 (P5) 有 ab 守 a’ V5. 所 以 a>b=a Vb. 
定义 8.5.20 设 z,…,xn 是 nn Ui 和 = | zx1，… Inf,F{ 久 ) 是 由 
多 生成 的 { ,VY , 环 ) 型 自由 代数 , 这 里 ;为 一 元 运算 , V 与 是 二 元 运算. 设 
f(r,… ,ZT ) 马 (X), 则 称 形 如 
zi] (8.5,11) 
的 等 式 为 Ro 等 式 .这 里 " =" 与 1” 都 是 符号 .设计 是 Ro 代数, 如果 对 MM 的 任意 n 
个 元 a1,…,a, 恒 有 
Flan an) = lm a ,aE M, (8.5.12) 
这 里 1 是 M 中 的 最 大 元 , = 为 等 号 , 且 了 作用 十 a1,…,aa 的 方式 恰 如 卫 作用 于 
zt ,zn 的 方式 , 则 称 由 (8.5.11) 式 表示 的 Ro 等 式 在 Ro 代数 M 中 成 立 . 
显然 ,者 Ro 等 式 在 M 中 成 立 , 则 也 在 M 的 每 个 子 Ro 代数 中 成 立 . 
命题 8.5.21 没 某 Ro 等 式 在 Ro 代数 MI 中 成 立 , Mi 与 Mi 同 构 , 则 此 Ro 
证 明 设 Ro 等 式 (8.5.11) 在 Mi 中 成 立 . p: MI M: 为 同 构 , 则 g(1w )= 
lm,. 叉 ,gp 保 运 算 ', 与 >, 所 以 由 (8.5.12) 式 得 
Hglan)) ,se, plan))= 9( far ,an)) = (ly )=1m,. 
由 于 a, 可 取 Mi 中 的 侍 意 值 , g(a) 可 取 M; 中 的 任意 和 值 (i =1,…,n), 即 
fbi bn) = mb1,°", ba E Mo. 
所 以 Ro 等 式 (8.5.11}) 在 M; 中 成 立 . 
命题 8.5,22 设 M 是 全 序 Ro 代数 , 若 某 Ro 等 式 在 M 中 不 成 立 , 则 此 Ro 
等 式 在 Re 单位 区 闻 [0,1j 中 也 不 成 立 . 
证 明 设 M 是 全 序 只 p 代数,Ro 等 式 (8.5.11) 在 M 中 不 成 立 , 则 M 中 有 元 
a1,… ,Qn 使 (8.5.12) 式 不 成 立 , 设 A=|al,…,asi, 令 Mo=AUA’U10,1|, 这 
=|xr zt€Ai, 则 由 M 为 全 序 Ro 代数 知 Mo 是 M 的 子 R 代数 , 且 Ro 等 
式 (8.5,11) 在 Ro 代数 Mo 中 也 不 成 立 . 设 Mo 中 含有 偶数 个 元 , 册 Mo 形 如 10， 
bb bm ob 1} ,这 里 0<B < 攻 Bb, 近 一 之 和 <1, 如 果 Mi 中 
含有 奇数 个 元 , 则 Me 形 如 j0, B61 B54 cB …,B1 1, 这 里 0<b 世 
hace<b, < "<b <1H -=e .由 命题 8.5.19 知 在 两 种 情况 下 Mo 都 同 构 
于 Ro 单位 区 间 的 一 个 子 Ro 代数 M .所 以 由 命题 8,4.21 知 RR 等 式 (8.5.11) 在 
M “中 不 成 立 .从 而 它 也 在 Ro 单位 区 间 [0,1] 中 不 成 立 . 
命题 8.5,23 (Ro 代数 的 完备 性 定理 ) 一 个 Ro 等 式 在 每 个 Ro 代数 中 都 成 
立 当 且 仅 当 它 在 Ro 单位 区 间 [0,1] 中 成 立 . 
证 明 有 内 需 证 明 充 分 性 .考虑 Ro 等 式 (8.5.11). 设 它 在 某 Ro 代数 M 中 不 成 
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立 . 由 命题 8.5.18, M 同 构 于 一 族 全 序 Ro 代数 1Mi1iE 刀 的 直 积 M= 由 Mi 
E 叶 的 子 Ro 代数 M* .由 命题 8.5.21 知 这 时 (8.5.11) 式 在 M* 中 不 成 立 , 从 而 
也 在 MM 中 不 成 立 . 即 ,有 a1,…,asEM 使 
f(als… An) 了 1 机， 

这 里 os =((a);)ies. 因 为 在 乘积 Ro 代数 M 中 各 运算 都 是 点 式 地 定义 的 , 即 , 按 
坐标 定义 的 ,所 以 有 标号 iE 了 使 

f(a (ar) ) Fl , 
这 表明 (8.5.11) 式 在 全 序 Ro 代数 Mi 中 不 成 立 ,所 以 由 命题 8.5.22 知 (8.5.11) 
式 也 在 Ro 单位 区 间 [0,1j 中 不 成 立 ， 


习题 二 十 六 


1. 设 0=a0S&al 仿 … 太 42y 二 1, 令 晤 = [as|i 一 0,1,…,2n|. 在 M 中 规定 
, 1， 1<s， 
oo 1 > 
试 证 M 构成 一 个 民 , 代数 ， 
2. 举例 说 明 在 Ro 代 教 中 a V5-{a-*6b)->b 不 必 成 立 ， 
3. 在 [0,1] 中 规定 (qa,5) 坟 (c,d) 当 且 权 当 ac,bd,(a,b) (ae 人 
=(l-a,l-6),(a,b) rt{(c,d)=(Ro(a,c), Ro(b,d)), 则 [0,1]? 灼 成 一 个 Ro 
代数 M. 求 在 M 中 由 单 点 集 A= 1(0.3,0.8)| 生 成 的 MP 滤 子 ， 
4. 设 下 是 Ro 民 数 MM 中 的 滤 子 , 试 证 ， 
车 a-rbEF,b-rcEF, 则 acEF. 
5, 设 |M|iE 了 是 一 族 Ro 代数 ,M = 用 M 是 其 直 积 ,在 M 中 点 式 地 定 
叉 委 ，,V 和 一 , 试 证 M 构成 一 个 RR 代数 . 
6. 设 M1,M; 是 Ro 代数 ,g: MilM 为 同 态 , 试 证 p(RMN) 是 M; 的 子 Ri 
代 教 . 
7. 设 M 是 全 序 Ro 代 教 ,六 是 M 的 非 空子 集 , 令 A’= alaEAi. 斌 证 好 = 
AU4 Ui0,i 是 M 中 包含 A 的 最 小 子 Ri 代数 , 即 ,日 是 由 上 4 生成 的 子玉 ， 代 教 ， 
8.(i) 试 证 在 全 序 Ro 代数 中 ,下 式 成 立 : 
aVb=((a>b) rb) A((b-ra) >a) (8.5.13) 
(让) 斌 证 在 任 订 Ro 代数 中 {8.5.13) 式 都 成 立 ， 


和 HI rr 


二 让 
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$8.6 命题 演算 系统 信 
$8.6.1 语义 理论 


在 Eukasiewicz 命题 演算 系统 中 ,有 两 个 基本 的 隶 辑 连接 词 , 即 一 与 ,还 可 将 
(A 一 B) 一 B 简 记 为 AV 了 以 引信 人 还 辑 连接 词 Y .这 时 V 可 通过 一 而 表达 ,因而 
[一 ,一 ,Vi 中 的 连接 词 不 是 相互 独立 的 .为 将 Fuzzy 推理 纳入 于 形式 化 的 逻辑 杠 
架 之 中 ,我 们 引 人 了 命题 演算 系统 2 ,其 中 一 ,一 与 Y 为 逻辑 连接 词 了 ,本 节 第 2 
部 分 对 安 作 了 简化 ， 

定义 8.6.1 设 S=jpi,p2,…|,F(S) 是 由 S 生成 的 (一 ,Y ,一 ) 型 自由 代 
数 , 称 F(S) 中 的 元 为 图 系统 中 的 公式 (或 命题 ) , 称 S 中 的 元 为 2* 系统 中 的 原子 
公式 (或 原 于 命题 }. 

注意 在 系统 它 中 AYB 与 (A 一 8B) 一 B 是 不 问 的 公式 ,但 约定 A A B 表示 
一 (一 4Y 一 号 ) 仍 然 有 将 ， 

定义 8.6.2 设 w;F(S)->[0,1] 是 映射 ,这 里 [0,1] 是 Ro 单位 区 间 , 若 "是 
(一 ,VY ,下 ) 型 同 态 , 妈 

vA)= vA)=1- vA),vAVY B= vA vB) 
=max|v(A),v(B)|, 
vtAw=B)=v(A)>v(B)}= Ro(v (A), vB}), (8.6.1) 

则 称 vw 为 F(S) 在 Ro 单位 区 间 [0,1] 中 的 赋值 ,简称 v 为 赋值 . F(S) 的 全 体 赋值 
之 集 记 作 器 . 

注 8.6.3 因为 F(5S) 是 由 S 生成 的 自由 代数 ,所 以 每 个 赋值 v 由 它 在 S 上 
的 限制 v| s 完全 确定 .可 见 [0,1] 中 的 -个 序列 (a1,a2,…) 决 定 F(5) 的 一 个 赋 
值 ,这 里 as, = (如 )(a=1,2,…). 由 此 可 见 厅 的 势 等 于 [0,1]* 的 势 ,也 即 连续 统 
的 势 c, | | = <. 

定义 38.6.4 设 A,BEF(S). 

(i) 如 果 对 每 个 vuEQ 均 有 v()=1, 则 称 A 为 重 言 式 , 记 作 片 4. 如 果 对 每 
个 ED0 均 有 mw(4)=0, 则 称 A 为 矛盾 式 ， 

(让 如 果 对 每 个 vuE 有 H 均 有 w(A)=w(B), 则 称 A 与 B 逻辑 等 价 , 记 作 A 过 
B. 

例 8.6,5 设 A,BEF(SY. 


(i) 由 {8.6,1) 式 立即 看 出 


由 王国 丛 . Fuezy 命题 演算 的 一 种 形式 演绎 系统 .科学 通报 ,42(1997) ,10,1041 一 1045. 
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一 (一 4)x4， 4VBxsBVA (8.6.2) 

[ii) 由 Ro 代数 的 性 质 (M1),(P3) 和 (8.6.1) 式 知 

-A>BEB*A, AVB>C~(A>C)A(B >C), (g.6.3) 
AAB—=>C~(AzC) VY (B=>0). 

(ii) 由 Ro 代数 的 性 质 (M4), {M6) 和 (8.6.1) 式 知 以 下 二 式 为 重 言 式 ， 

(A>{(B>C)—{B=>(A>C) (ABV ((A—>B)}=—AVYB). (8.6.4) 

例 8.6.6 设 A,BEF(S), 则 

AVBX((A+B)->B)A((B>A)—=A). (8.6.5) 

证 明 设 w€D, 分 别 以 a 与 5 记 v(A) 与 a(B), 分 别 用 G 与 玉 记 公式 (A 二 
B)B 与 (B-*A)->A, 则 由 (8.6.1) 式 知 v(AYB)=maxia,8j. 叉 ,由 GAH= 
TGVYEH) 和 a vt(GAH)=1-max|l-v(G),1- v(H)| = min!v(G), 
V( 日 [车 a<6, 则 wv(G)=(a=>6)-*rbp=1->b=5, 且 由 ,代数 的 性 质 有 

vuH)= (bra) ra=b Vara=(b >a) h(ara)=b >a=a bb, 
所 以 v(tG AH)=45. 同 理 可 证 当 b<a 时 v(tGAHRH)=a. 又 , 当 a=65 时 显然 w( 侣 
日 )= (aa)*a =4&. 综 上 所 述 知 v(tGAH)=maxla,b|=v(AVB). 由 v% 的 
任意 性 知 (8.6.5) 式 成 立 . 

例 8.6.7 设 4,B,CEF(S), 则 以 下 各 式 为 重 言 式 ， 

(i A=>{(B-»A AB): 

(i) (B=>C)>((A—>B) >(A=0)). 

证 有 明 役 wED, 分 别 忆 a,6 和 ec 记 v(A),v(B) 和 vw(C). 

(i) 由 上 例 中 的 推演 vAAB)=minlv(A),v(B)})|=ah 86. 所 以 由 Ro 代数 
的 性 质 (M5) 和 {FP8) 得 

viA>(B>AAB)=az(bpraAb)=ar(b >a) A (b>6) 

=a{b—a}=1. 
由 v 的 任意 性 知 A->(B-=*AA 了 如) 为 重 言 式 . 

(ii) 由 Ro 代数 的 性 质 (P1) 知 只 需 证 v(B->C)<o((4->B)->(A->C)) 即 
brcs(arb)>(a-*c), 而 这 正 是 性 质 (M3), 所 以 (B 一 CC) 一 ((A->B)>(A-> 
C)) 为 重 言 式 . 

从 语义 的 角度 对 一 个 公式 进行 评价 借助 了 “打分 表 "[0,1] 和 "裁判 "w 由 于 如 
今 的 打分 表 为 [0,1] ,其 中 除 1 与 0 外 尚 含有 非常 多 其 他 的 真 值 ,所 以 只 限于 考虑 
由 1 与 0 两 个 值 以 及 让 全 体裁 判 出 动 所 得 出 的 重 言 式 与 矛盾 式 的 概念 是 太 狭 这 
了 ,下 面 我 们 考虑 1 与 0 之 外 的 真 值 并 允许 只 有 部 分 裁判 出 动 所 得 的 广义 重 言 式 

定义 8.6.8 设 a€[0,1],3CAn,AEF(S). 如 果 对 z 中 的 每 个 赋值 v 恒 有 
有 有 A) 之 a, 则 称 A 为 于 {a_ 午 商 式 ). 这 时 若 有 uc 了 使 v(A)=a, 则 称 A 为 可 达 


TH 
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(a- 重 言 式 ). 当 a=1 时 称 A 为 允 重 豆 式 . 当 2= 再 时 , 怠 (a- 重 言 式 ) 简 称 为 w 
重 言 式 . 

例 8.6.9 (i) 设 呈 由 只 取 1 与 0 两 个 真 值 的 全 部 赋值 组 成, 且 a =1, 则 
(a 重 言 式 ) 就 是 经 典 二 信 钦 辑 中 的 重 言 式 

(GD 设 三 由 只 到 1, 子 和 0 三 个 真 值 的 全 部 赋值 组 成 , 令 4 = pV 一, 则 A 


是 环 ( 序 - 草 言 式 ). 这 一 点 可 由 oA)=maxiv( 3),1~ wp)| 直接 看 出 . 


(ii) 设 了 由 所 有 取 真 值 0, 1060 ,T6500，… ot，1 的 赋值 组 成 , A = piV 


一 1, 则 可 像 (ii) 中 一 样 证 明 A 是 可 达 号 (十 - 重 言 式 ). 又 , 令 B= (py>A)YV pz. 
任 取 vE3. 著 (pz) 所 光 证 ; 则 (pz) 所 wv(A), 从 而 v(B)=1. 车 v(pa) 
>j000' 则 "(8) 之 v(pz) 之 宦 汪 .所 以 是 可 达 吕 (305 . 重 言 式 ). 才 再 令 C- 
(py>8)V p3, 则 类 似 可 让 C 是 可 达 呈 (省 5- 重 言 式 ) .一般 地 , 设 A 是 可 达 辽 
(a 重 言 式 ), 这 里 方 <a<1. 到 不 在 A 中 出 现 的 原子 公 趟 p, 令 B=(p->A)YV p， 


则 易 证 上 是 可 达 蕊 (8 重 言 式 ), 这 里 8=a + 小 .我 们 称 从 A 到 BB 的 算法 为 开 
锋 算 法 .号 
命题 8.6.10 设 A,B,CEE(S), SCFop6 (二 ,1], 则 
(0) 戎 A 是 王 (g- 重 言 式 ), A 一 B 是 (8 重 言 式 ), 则 B 是 (aAB 重 言 
式 ). 
(i) 若 AB8 是 天 (a- 章 言 式 ), BC 是 吕 ( 重 言 式 ), 则 A 一 C 是 (oh 
及 重 言 式 )， 
证 明 以 (为 例 进 行 证 明 , 任 取 VE3, 分 别 以 a 与 5 记 v(A) 与 v(B), 则 由 
假设 知 a 室 a ,a 一 5 宇 B. 所 以 a (a ) 之 a AB. 以 下 只 需 证 
aA{a->b)<b (> 本 ,ar6> 才 ) (8.6.6) 
事实 上 , 若 < 守则 上 式 左 方 为 as, 所 以 不 等 式 成 立 .车 a >5, 则 上 式 左 方 为 a 
(a Vb)=(aAa YY (aAb). a > 六 向 < 六 .又 ,2V6> 寺 ,所 以 b>7>a 
a .加 之 5 宇 a 5b, 所 以 
aflasphp)=(aAa )V (a hb. 


中 王国 俐 . 巍 正 的 攻 leene 系统 中 的 ka- 重 言 式 ) 理 论 . 中 国 科 学 ,已 辑 ,28(1998) ,2 146 一 152 
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注 8.6.11 在 Luk 系统 中 ,命题 8.6,10 不 成 立 , 请 读者 举 出 反 重 . 又, 若 A 
与 A 一 8B 都 是 重 方式 , 则 由 命题 8.6.10 知 B 是 重 言 式 , 财 MP 保持 重 言 成. 类似 
可 证 HS 世 保 持 重 言 式 . 


$8.6.2 语 宰 理论 


(1) 形式 系统 4 

定义 8.6.12 形式 系统 &% 让 的 公理 由 以 下 形式 的 公式 组 成 

01) A=>(B=>AAB), 

(L'2) (A B)=>(B->A), 

(L’° 3) (A>(B-*C)) x(B—{A—C)), 

(L°4) (B>O)((A=B)>(A>C)), 

(L*5) 和 一 一 一 上 A， 

{(L*6) A—>AYB, 

(LL."7) AYV BBYA, 

《8) (CAC)A(B>C)-r(AY B20), 

(L900) (AAB CO AO VY(B—C), 

(L 10) (AwB})Y({(A=>B)-»—AYB). 

中 的 推理 规则 为 MP. 以 上 4AB 为 一 (一 AY 一 B) 的 简写 . 

2 中 的 概念 如 证 明定 埋 , 太 结论 ,推演 长 度 等 均 可 按 与 定义 8.4.10 同样 的 
方式 去 定义 ,符号 也 相同 ,如 ，F4 表示 A 是 六 中 的 定理 ,上 A 表示 A 是 厂 结 论 
等 .又 ,第 二 章 中 的 注 2.3.5 仍 有 效 ， 

命题 8.6.13 在 只 中 HS 成 立 , 划 


(A=B,B=>C| FA—C. (8.6.7) 
证 明 (1) BC 假设 
(2) (B 一 [一 ((4 一 日 ) 一 (4 一 避 )) (L*4) 
(3) (A=>B)—>(A~C) (1),(2), MP 
(4) A—>B 假设 
(5) -CC (3),(4), MP 
例 8.6.14 以 下 各 式 都 是 x* 中 的 定理 
(i) ——A-rA 
Gi AAB>A 
[ii A—(B—A) 
(iv) 本 一 由 


(VW) (A=B)+ (BB>—A) 
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(vi) AAB=BAA 

证 明 0) (1) 一 4 一 一 一 一 有 

(2) (= Ai A TAA) 

(3) ——A—A 

(i) (1)—A > 一 站 六 一 如 

(2) 一 有 YY 一 阳 一 一 一 (一 4Y 一 昌 ) 

(3) 一 由 一 一 一 (一 4Y 一 中) 

(4) (A AY EB)) =( 一 (一 4V 一 了) > 有 ) 
(5) 4AB-A 

(ii (1) AAB—A 

(2) (4AB 一 ADCB 一 AD) 一 (5 一 AAA)) 
(3) (BAAB)=( (BA) 


(L*5) 
{L*2) 
(1),(2), MP 
(1.*6) 
(L*5) 
(1),(2) ,HS 
(1.*2) 
(3),(4), MP 
定理 

[14) 
(1),(2),MP 


(4) (CCB 一 AAAB) 一 (有 一 4)) 一 (4 一 (有 一 AAAB)) 一 (4 一 (有 一 A))) 


(5) (4 一 (BAADB)) 一 (4 一 (BA)) 
(0) A—>(B—>AAB) 

(7) A>(B-*A) 

(vy) (1) A=((B—>——B)»A) 


(2) (Ar((Be orB)rA))((B>— B=(A=>A)) 


(3) (B——— B+(A—A) 

(4) 再 一 一 一 也 

(5) 4 一 和 

人) (DAB ATA) ?A 8)) 

(2) (A=B)=({— AA AB))) 
一 (( 一 一 AAA) 一 (4 有 )->( 一 一 AP))) 

(3) (> 一 4 一 4) 一 (人 (4 一 有 ) 一 (一 一 A 一 昌 )) 

(4) 一 一 上 各 一 各 

(5) (4 一 日) 一 (一 一 4 一 理 ) 

(6) B———B 

(7 (Be2—oB( EAB A 8)) 

(8) (~ A=B)>(—— A — BB) 

(9) 【4 一 是 )->( 一 一 同一 一 日 ) 

(10) (一 一 上 一 一 一 昌 ) 一 (一 B-> 一 有 A) 

(11) 《4 一 有 ) 一 (一 B 一 一 上) 

(vi 《1) 一 BV 一 4 一 一 4AV 一 有 


(1,*4) 
(3),(4),MP 
(L*1) 
(5),(6), MP 
定理 

(L*3) 
(1),(2),MP 
{L* 5) 
{3),(4), MP 
(L*4) 


(LL*3) 
(1),{2),MP 
定理 
{3),(4), MP 
(L*5) 
(L* 4) 
(6),{7), MP 
(5), (8) ,HS 
(L*2) 

(9), (10), HS 
(L*7) 
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(2) (BY 一 4 一 一 4VY 一 了 全 (一 (一 4VY 一 下 j-> 一 (一 有 YY 一 4 定理 
(3) 一 (一 占 VY 一 下) 一 一 (一 BY 一 4) {1),(2),MP 
(4) AAB=>BAA (3) 的 简 与 
命题 8.6.15 设 A,B,C,DEFR(S), 则 

中 荐 FA, 上 FB, 则 上 AAB. 

站) 车 上 Fa 一 B, 上 FC-D, 则 FAYV C=>BYD, FAAC—>BAD. 


证 明 人 (1) 4 一 (B 一 4ADB) (E 1) 
(2) A 假设 
(3) B=>AAB (1),(2), MP 
(4) B 假设 
(5) AAB (3),(4), MP 
(ii) (1) A—B 假设 
(2) 了 -> 是 VD (L*#6) 
(3) A=BYD (1), (2),HS 
(4) C—D 假设 
(5) D>DYB {LL*6) 
(6) DY B=>BYD (L*7) 
{7} D>BYD (5),(6),HS 
(8) C>BYD (4),(7) ,HS 
(9) (A=BY D}A(C>BYD) {3),{8) ,定理 
(10) (A>BYD)A(C>BVYD) >(AY CHBYD) (L*8) 
{11} VC 一 了 VD (9),(10),MP 
关于 上 A A CBAD 的 证 明 留 给 读者 . 


定义 8.6.16 设 A,BEF(S), 如 果 上 FAB 目 FB 一 A, 则 称 4 与 B 可 证 


等 价 , 记 作 4 一 也. 


如 ,由 例 8.6.14 知 一 一 4 一 AAA- 有 一 一 B-> 一 AAABBAA 等 
命题 8.6.17 可 证 等 价 关系 是 下 (S) 上 的 (一 , V ,一 ) 型 同 余 关 系 , 即 

大 4~B, 则 一 4 一 一 Bi 

(四 者 A~B,C~D, 则 AVC~BYVD: 

0 阁 A~B,C~D, 则 AC-B-*D. 

证 明 (i) 设 A~B, 则 上 FA 一 B, 那 么 由 例 8.6.14(v) 和 MP 即 得 上 _B > 


一 4 , 同 理 可 证 上 一 4 一 一 下 ,所 以 一 4 一 一 了 


(让 设 A~B,C~D, 则 上 4 一 B, 上 Cc 一 帮 . 则 由 命题 8.6.15(ii) 得 上 上 AY 


CBVYD. 同 理 可 证 上 BY D>AYC. 记 以 AYVC~BVD. 


( 放 ) 设 A~B,C~D, 则 由 上 C->D 和 (L*4) 利 用 MP 即 得 F(A=C)—> 
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(A 一 站). 同 理 ,由 一 A~ 一 B, 从 而 上 -A 一 B 可 得 上 (一 D 一 一 A) 一 (一 D 一 
一 B). 再 由 上 A 一 Dj) 一 ( 一 DD 一 一 A) 以 及 上 (一 D 一 一 B) 一 (B= 品 ) 利 用 两 次 
HS 即 得 FA 一 DJ) 一 (8 一 记 ). 再 次 使 用 HS 邑 得 上 A 一 C) 一 (B 一 DD). 同 理 可 
证 相反 的 蕴涵 式 也 是 定理 .所 以 A 一 C~ BD. 
命题 8.6.18 (等 价 代 换 定理 ) 设 公式 A 由 子 公式 Bi，…, 了 , 通过 连接 词 一 ， 
V 与 六 连接 而 成 ,A = 斤 BiPB2 BID) ,如果 CI 一 B, 则 
A~f(C,B,,…,B,). (8.6.8) 
证 明 按 子 公 式 间 连接 词 的 个 数 进行 归纳 证 明 { 子 公式 中 的 连接 词 不 计 
人 )， 
中 设 x=0, 则 1=1,A=f(B1)= Bi, 这 时 由 Ci~BI 得 A~Cl= (C1). 
公式 {8.6.8) 成 立 ， 
{让 设 ms 时 (8.6.8) 式 成 立 , 令 对 = 天 二 |， 
1 设 4A= 大 Bi,B2…,8)= 一 5(BI,B，,B)》. 由 归纳 假设 知 
glBi,Ba,", B)~g(C,B,,,B,). 
所 以 由 命题 8.6.17 知 (8.6.8) 式 成 立 . 
2" 设 A=f(B1,B2,",B,)=g(Bi, By,, BY)VA(B, Bs,B),NN g 
号 中 各 子 公式 间 的 连接 词 均 不 多 于 个 ,由 归纳 假设 知 
a(B1i,B2,"",B)~g(C,B2,,B,),h(Bi, B2,*, B)~h{ C1, By,., 
B,), 
所 以 由 命题 8.6.17 知 {8.6.8) 式 成 立 . 
3 设 A=f(Bi,By,…,B)=g(Bi, Ba Bi)-*h (BI, B2,…, B,), 
这 时 可 像 2 一 样 证 明 (8.6.8) 式 . 
连续 使 用 代 换 定理 ; 次 可 得 下 面 推 沦 . 
推论 8.6.19 设 公 式 A 由 子 公式 B ,已 通过 连接 词 一 , V 与 -连接 而 成 ， 
A=f(B,…,B,). 如 果 CG~B(i=1,0,1), 则 A~fF(C, ,CY. 
命题 8.6,20 (可 证 等 价 定理 ) 设 A,B8,CEF(S), 则 
(D) AVY B)~—AA—B, 
(AAB)~— AVY—B; 
(i) (AAB—C)~(A>C)V (B=»0); 
(iii) (A>BY C)~(A>B) VY (AC); 
(iv) (4VBC) 一 (4 一 C)A(B-C); 
(VW (4 日 AC) 一 (4 一 B)A(A-C); 
(vi} AV(BY COC)~(AYV BYYC, 
AA(BAC)~(AABIAC., 
(vi AACBY C)~(AAB)YV (AAC), 
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AV(BAC)~(AVB)A(AY CO). 
证 明 (i) 由 等 价 代 换 定理 得 
一 AAA 一 B= 一 (一 一 4AV 一 一 B) 一 一 (4VB)， 
一 (4AB)= 一 (一 (一 AV 一 日) 一 一 4V 一 理 . 
《iD 由 (L*9) 知 只 需 证 明 
FA—>C)V (B>C)=(AAB—*C). 


(1) =A——AYV—B (工人 
(2) (一 4 一 一 4 一 B) 一 (人 (一 C- 一 4A)>( 一 C-> 一 4V 一 中 )) (L "4) 
(3) (CA (C7 AVY BB) (1),(2), MP 
(4) (A=C)™=>(AAB=*C) (3) ,等 价 代 换 
(5) (B>C)™»>(BAA—C) 同 (1) 一 (4) 
(6) 《了 一 C) 一 (4 人 日- 一) (5) ,等 价 代 换 
(7) (CACOIV(B>C)—>(A AB—C) (4),(6) ,定理 


(iii) 由 (说 和 等 价 代 换 定理 得 
(4 一 昌 V DC 一 (一 BA -C+ A)—(— = BA)Yy (—C—>—A) 


~(A>B)V (A™C) 
(Iv) (1) (AVB—>CO)—>((A—>AV B=>(A—>C)) (L*4) 
(3) (AVEB>C>((A>AVYB) =>(A=C))) 
>((A>AYVYB)>((AV BC) (A>0))) (L*3) 
(3) (AAVB)—((AVYB-*C) =>(A—>C)) (1),(2),MP 
(4) A>AYVB {L*6) 
(5) (AVY B=>C)>(A—O) (3),(4), MP 
(6) (BY AC)™>(B—=C) 同 (1) 一 {5) 
(7) (AYV BC)—{B—C) (6) ,等 价 代 换 
(8) (AVB>C)=>(A—C)A(B=>C) 命题 8.6.15(ii) 
(v) 由 (iv) 和 等 价 代 搁 定 理 得 
(ABAC)~(C zB VC oA)~(— B=—A}A (—C—>— A) 
~(A—B)A(A—>C). 
(只 证 明 FAVY (BY C) 一 {AVY B)VC, 其 余部 分 的 证 明 留 给 读者 . 
(1) A-AVB (L*6) 
(2) AYV B={AYVB)YC (L*6) 
(3) 4 一 (4VBIVC (1), (2),HS 
(4) B>AYB (L*6) ,等 价 代 换 
(5) AV B>(AYVYB)YC {L*6) 


(6) BAVB)IVC (4),(5),HS 
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(7) C-(4VB)VC (1 0) ,等 价 代 换 


(8) BY C>(AVB}YC (6),(7), 命 题 8.6.15(ii) 
(9) AV (BY C)-*{AVB)YC (3),(8), 命 题 8.6.15(i) 
(vii) 只 证 明 第 一 个 可 证 等 价 式 成 立 , 先 证 明 

HAAB)Y (AAC)>AA(BYC). 
(1) B=>BYC (L*6) 
(2) 4 一 A 定理 
(3) AAB>AA(BYC) (1),(2) ,命题 8.6.15(i) 
(4) CCVB (1L.*6) 
(5) CYBYC (4) ,等 价 代 换 
(6) AAC>AA(BY OC) (2),(5), 命 题 8.6.15(ii) 
(7) (AAB)V (AAC)>AA(BYC) (3),(6) ,命题 8.6.,15(ii) 

现在 证 明 
HG>H)-*(E AG—>EAH). (8.6.9) 


事实 上 ,由 FG>H)>(G>H)V (EH) 和 (G>H)YV (E>H)~ (EA 
CG?) 知 上 HG>H)>(EAG>H). 又 ,车 KK 为 定理 ,显然 KA AA 所 以 由 
一 E 王 一 下 一 上 为 定理 知 
(EACG>H)~{(—>H=>— EY— G0) 
一 (一 下-> 下 V 一 全 )A( 一 下 > 一 EV 一 G) 
~(zEVEH ?EY 0) 


~(EAG-™EAH). 
所 以 (8.6.9) 式 成 立 . 
最 后 只 需 证 明 
FAA(BVY COC)>(AABYV AAC). 
(1) BY CBYC 定理 
(2) (BY CB)V{BY C=C) (1), {iii) ,MP 
(3) (BY C=B)—(AA(BY CAAB) (8,6.9) 式 
(4) (BVC-C) 一 (AAAUBVC)>AATC) (8.6.9) 式 
(5) (BVC-B)V(BYVC-C) 一 (4AAUBVC) 一 AAB) 
VYV (AA(BY C=AAC) 
(3),{4) 命 题 8.6.15(ii) 
(6) (AA(BY CI>AAB)V(AA(BY C) =AAC) (2),(5), MP 
(3) AA(BY CP(AAB)IY (AAC) 《6) (ii), MP 


由 命题 8.6.17 知 可 证 等 价 关 系 ~ 是 下 (S) 上 的 (~,, Y ,一 ) 型 同 余 关系 ,所 以 
F(S) 可 以 关于 一 作 商 . 
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定义 8.6.21 F{S) 关 于 可 证 等 价 关系 ~ 的 商 F= FS)v 一 是 (一 ,V ,一 ) 型 
代数 , 叫 9 - Lindenbaum 代数 . 
命题 8.6.22 J 一 Lindenbaum 代数 下 是 Ru 代数 ,其 中 的 偏 序 关系 所 由 
AB 当日 仅 当 上 AB8 (8.6.10) 
确定 , 且 
A’=—A, max|A,B|=AYVB. (8.6.11) 
证 明 设 A1EA,B1EB, 则 上 A->B 当日 仅 当 上 上 Aj 一 Bi, 所 以 定义 
(8.6.10) 式 是 合理 的 , 易 证 去 是 下 上 的 偏 序 . 又 设 A1E 有, 则 由 一 A1 一 一 A 知 
一 Al= 一 入, 所 以 定义 及 "= 二 及 也 是 合理 的 . 设 旦 是 F(S) 中 的 定理 , 则 上 A-*B 
对 每 个 4E F(S) 都 成 立 , 所 以 是 FF 中 的 最 大 元 .类 似 可 证 8B 是 F 中 的 最 小 元 , 
其 次 ,由 上 A4>AYB 和 上 B->AYB 和 (8.6.10) 式 知 4VB 是 [XA,| 的 上 
界 . 设 C 是 [A ,BI 的 任 一 上 界 , 则 由 上 4->C 与 上 8B~C 即 得 上 -AYB>C, 从 而 
AVBSC. 可 见 AVB 是 {A,B1 的 上 确 界 , 即 ,(8.6.11) 式 中 的 第 二 式 成 立 .类 八 
可 证 AAB 是 {A,B| 的 下 确 界 .所 以 在 (F, 志 ) 中 ,由 作 商 而 来 的 V 与 A 正 是 上 .下 
确 界 运算 . 
最 后 ,由 (一 4 一 一 B) 一 (B 一 4) 知 下 满足 Ro 代数 的 条 件 (M1). 由 (L*4) 知 
FF 满足 (M3), 由 (L*3) 知 下 满足 (M4). 由 可 证 等 价 定理 中 的 {ii) 和 (vv) 果 下 满足 
《M5) .由 (10) 知 丘 满 足 (M6). 又 , 易 证 下 满足 (M2) ,所 以 (下 ,所 ) 是 R 代数 


38.6.3 系统 几 的 完备 性 


命题 8.6.23 (可 靠 性 定理 ) 设 AEF(S). 若 4 是 F(S) 中 的 定理 , 则 4A 是 

FS) 中 的 重 言 式 , 即 
若 上 4， 则 请 4. (8.6.12) 

证 明 首先 证 明 罗 中 的 人 0 条 公理 都 是 重 言 式 .事实 上 ,出 例 8.6.7 知 (LL*1) 
和 (L* 4) 为 重 言 式 .由 例 8.6.5 知 ("2) ,CL*3),(L*5),(1.* 了 7) 一 (1L*10) 为 重音 
式 .又 , 易 证 (L ”6) 是 重 言 式 ,所 以 .2* 中 的 公理 都 是 重 言 式 . 

其 次 ,由 命题 8.6.10 知 当 A 与 4 都 是 重 言 式 时 B 是 重 言 式 , 即 ,MP 保持 
重 言 式 .而 巡 中 的 定理 是 由 公理 出 发 运用 MP 而 得 的 公式 ,所 以 (8.6.12) 式 成 立 . 

定义 8.6.24 设 三 是 F(S) 关 于 可 证 等 价 关 系 ~ 的 商 代数 , 即 , 六 是 
-Lindenbaum 代 数 ,定义 映射 p:F(S)=F『 为 gt A)= 且 (AEF(S)), 称 名 为 
典型 映射 . 

命题 8.6.25 典型 映射 gq; F(S) > 下 是 (一 ,V ,一 ) 型 同 态 . 

证 了 明 设 A,BEF(S), 册 


8$8.6 命题 演算 系统 ， 205 ， 


gf 一 4)= 一 4= 一 4= 一 0 由)， 
prAVB)=AVB=AVB= 9p(A)V p(B), 
plA*B)=A™B=A>B=9(A)—p(B). 
所 以 9 是 (一 ,V ,一 ) 型 同 态 . 
命题 8.6,26 (系统 史 的 完备 性 定理 ) 设 AEF(S), 则 4 是 安 中 的 定理 当 
且 仪 当 A 是 重 言 式 , 即 


FA 当 目 仅 当 片 4. 
证 明 由 (8.6.12} 式 知 只 需 证 明 
者 三 4， 则 上 A. (8.6.13) 
设 生 = 了 pi1,…, 思 ,) .车 广 A, 则 对 每 个 vE5， 
vA)= flv(py) ,vp)) = 1,v ED. (8.6,14) 


这 里 f 通过 一 ,VY 与 一 作用 于 vtpP1) ,wv(p) 的 方式 怡 如 了 作用 于 pp ，,…, p, 的 
方式 .因为 (v( pj),…, wv(p,)} 可 取 [0,1]* 中 的 任意 元 ,所 以 由 (8.6.14) 式 知 


fr a) = 1, x € [0,1],: = 1 n, (8.6.15) 
由 Ro 代数 的 完备 性 定理 知 (8.6.15) 式 在 每 个 Ro 代数 M 中 都 成 立 , 即 
fy, yn) 一 lv, Yr Ee Mi 全 二 ,并 ， (8.6.16) 


特别 是 M = 为 一 Lindenbaum 氏 数 时 (8.6.16) 式 成 立 .请 ?FIS) 一 下 为 典 
型 间 态 , 则 

A=p(A)= f(g pn) p(p)) = Fp, bs) 1. 
所 以 由 1F 为 F(S) 中 定理 所 在 的 同 余 类 知 A 为 定理 , 即 (8.6.13) 式 成 立 ， 

注 8.6.27 有 了 的 完备 性 定理 就 可 以 通过 检验 一 个 公式 是 否 为 重 言 式 而 
判断 该 公式 是 否 为 定理 . 也 可 通过 判断 两 个 公式 是 否 逻 辑 等 价 而 判断 它们 是 否 可 
证 等 价 . 比如 

( (A 一 8)=8)>A VB 不 是 定理 . 

事实 上 , 设 4 三 轧 ,B= py, 取 赋 值 yn 使 v(p)=0.6， v(tp) =0,5, 册 
(4 一 日 )> 卫 )=(0.6-0.5)->0.5=0.5->0.5= 1] ,有 上 且 z04VB)=afA4JVY 
(B)=0.6, 所 v(t((A>B) >B) AY BI=0.621. 可 见 (( A>B)=B)>AY 
B 不 是 重 言 式 ,也 就 不 是 定理 . 

(ii) AVB~((A™>B)-=B)A((B->A)—>A). 

证 明 和 任 取 >E 吕 ,分 别 以 。 与 5 tvtA} 和 vB MC (CA—B)—=B)A 
(CB>A)—>A), 则 v(tAVB)=aVb. ec<s 时 ,ofC)= (ah) rb) A 
a)ra)= (3b)A(E' Va-ra)=6A(aV6 a). 如 时 六 所 a, 则 VE a = 
aq 1 从 而 2(C)=6A1=b. 如 果 & >a, 则 a' >b,a Vb =(aVb)y 
a={ta Ab) Va-BbV a 之 5, 所 以 仍 有 wv(C)=5. 同 理 可 证 当 5<a 时 v(C)=@. 
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及 , 当 a=6 时 v0C)= (a>a)ra=1l=>a=a. 总 之 v(C0)=maxla.bl=ayb= 
vy(AYB). 所 以 AVYB 与 C 逻辑 等 价 , 从 而 由 到 的 完备 性 定理 知 
AVB~((A~B)™rB)A((B— A) A). (8.6.17) 


88.6.4 三 义演 绎 定理 


在 系统 ¥* 中 ,演绎 定理 不 成 立 , 即 , 设 TCF(S),A,BE F(S), 一 般 从 TU 
141 上 FB 得 不 出 FFA4 一 B 来 .事实 上 ,如 果 演 绎 定理 成 立 , 则 因 易 证 
14 ,4 一 日 ,4 一 (B-C) FC, 
从 上 式 出 发 依次 把 A,A 一 B,A 一 (8B->C) 移 至 右 方 即 得 
HA=(B— 0) = ((A—B)— (A-» C0C)). (8.6.18) 
但 通过 分 别 令 A,B,C 为 p1,p;, ps 和 分 别 给 它们 赋值 0.5,0.5,0 得 
vi(A>(B>O) (A=>B) >(A->0))) 
=(0.5—>(0,5-70))—((0.5-*0.5)—(0.,5>0)) 
={0.5-70.5)—>(1™>0.5)=1—>0.5=0,5Z1, 
所 以 (8.6,.18) 式 不 成 立 ,矛盾 . 
下 面 我 们 给 一 种 较 弱 形式 的 演绎 定理 ， 
定义 8.6.28 设 4,BEF(S) ,规定 
AWB=—(A——B), 
A‘:= AWA ,A= AOA,, Ar = A IDA,n2. 
命题 8.6.29 设 A,B,CEF(S), 则 
(1) AWB ~ BOA; 
(i (AWB)OC~ AV RHO), 
Cii) A ~ A?,n=2,3,". 
证 明 注意 对 任 一 v€ 厂 ,由 {8.5.1) 式 
vl AWB)= vA}* vw(B). 
所 以 由 和 的 完备 性 定理 和 命题 8.5.6 便 知 本 命题 成 立 . 
命题 8.6.30 设 A,B,CEF(S), 则 
HA B=O) AB) (A C0)). (8.6,19) 
证 明 任 取 wwEN, 分 央 人 羽 a,5b 和 ce 表示 vw(A4),v(B) 和 vw(C), 则 由 命题 
8.5.6 中 的 关于 Ro 代数 的 性 质 (P23) 知 
v((4 (BC)) 一 ((42=B)-(42C)))=1， 
所 以 (8.6,19) 式 成 立 . 
命题 8.6.31 (广义 演绎 定理 ) 设 TCF(S),A,BEF(SY, 则 
若 TU {AIFB, 则 TT 上 A? 一 B. (8.6.20) 
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证 上 明 ” 按 推理 长 度 ”进行 归纳 证 明 ， 

人 如 果 #=1, 则 8B 为 公理 或 BETU TA1, 这 时 丁 上 4:->B 显然 成 立 . 

(ii) 设 和 上 时 (8.6.20) 式 成 立 , 令 n= 上 k+1. 不 妨 设 8 不 是 公理 ,B 也 不 属 
于 TU1A|. 则 在 从 TU 1A 到 B 的 推理 中 ,B 由 某 C 与 C-*B 运用 MP 而 得 ,这 
里 C 与 CB 都 是 TU 14 | 的 推理 长 度 筷 & 的 结论 . 由 归纳 假设 ,存在 从 本 到 
A 一 C 和 从 本 到 A*->(C~>B) 的 推演 .把 它们 连 起 来 宇 有 

(1) 


(1) 42->C 从 了 出 发 的 推荐 


(m) 42>(C-> 旦 ) 


(m+1) (4 一 (C->B))-((42>C)->(42> 昌 )] 命题 8.6.30 
(m+2) (4 一 C) 一 (A2> 昌 ) Cm), (m+1),MP 
(m+3) A:—B (DD), {m+2),MP 


这 就 证 明了 (8.6.20) 式 . 

例 8.6.32 设 A,BEF(S), 试 证 

(i) HFA-*A; 

(i) HA=B)->(AT-+B). 

证 上 朋 《iD 由 |A1 F4 和 广义 演绎 定理 即 得 上 42->4， 

(ii) 容易 验证 | 4 ,4 一 日 | 上 日, 两 次 使 用 广义 演绎 定理 即 得 上 (A 一 B》-、 
(4 一 日 )， 


习题 二 十 七 


1. 举例 说 明 在 Luk 系统 中 命题 8.6.10 不 成 立 . 

2. 试 证 (4 一 (B 一 C)) 一 (4 由 BC)， 

3. 设 4 四 日 = 一 4 一 日 , 试 证 

(i) ADB~ BDA, 

(iD AD(BPC) ~ (ADBIDC; 

《二 ) 设 日 为 矛盾 式 ( 如 B= 一 (p> 户 )), 则 A 的 B--A. 

4. 试 证 A 上 A2,A? 上 84, 但 A 一 AA? 不成立， 

5, 设 AEF(S) .以 RA)= |v{A)|vEDI ;规定 
ANB 当 且 仅 当 看 (4) = 而 (B)， (8.6.21) 

(i 试 证 FS) 上 的 二 元 关系 口 为 车 价 关系 . 

(让 试问 F(S)/D 中 共有 多 少 个 等 价 类 ? 
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从 下 到 A 的 推演 $4.1.1 

入 从 S 到 C 的 归结 推理 86.1 
4 -~ 重 言 起 .4( 当 是 二 十 五 ); 多 8.6.1 D 
入 的 模型 2 代 换 实例 §3.2.3 
4 移 Skolem 标准 型 §5.2.3 代 人 定理 92.2.5; §2.3.6 
入 的 于 句 集 $5.3 位 因子 §6.3.1 
丰 生 成 的 MP 迹 子 $8,5.2 单 文字 规则 85.6 
入 中 的 赋值 和 53 单子 名 85.3 

B De Maorgan 对 候 律 §2.2.5 

等 价 代 换 定理 §8.6.2 

半角 5 1 第 一 无限 分 本 人 91.2.3 
伴随 对 ”第 一 无 限 分 配 和 81.2.3 
保 归结 扩张 §7,2 点 起 序 $1.2.2 
被 消去 文字 6.3.1 典型 同 态 $2.3.7 
闭 公式 多 3.2.3 典型 映 肌 $2.3.7; 98.6.3 
变 元 慌 换 定理 4.2.2 电子 §7.2 
表达 式 和 6.2.1 顶点 于 名 §1.4 
Bocle 代数 $1.3.1 定理 时 2.3.2; 41.1; 8.4.2 
Bocle 代数 的 表示 定理 1.3.3 定向 集 31.1.4 
Boole 代数 的 完备 狂 定理 81.3.3 定向 子 信 $1.1.4 
Boole 等 式 §1.3.3 
不 含 赛 元 的 QL 归结 的 完备 姓 证 明 §7.4 E 
不 会 变 元 的 子 句 焦 87.4 一 灵 语 义 柚 5.5.2 
不 可 满 症 的 $3.2.3 ”二 元 归结 起 §6.3,1 
不 - 台 集 $6.2,2 二 元 钙 归 结 趟 .3 
补 运算 $1.3,1 二 值 远 辑 §8.1 

C F 
了 {a -重音 式 ) 38.6.1 三 的 型 $5.4 
-~ 重 言 式 38.6.1 非 空 于 名 $6.1 
CC 关子 C2 有 序 二 元 归结 式 $7.4 分离 规 网 35.6 
趟 归结 式 87.2 分 写 格 §1.2.2 
莱 积 $1.2.2 分支 §5,5.2 
对 积 RR 代数 和 8.5.3 父 莱 子 人 名 §6.3,1 
重 言 式 号 2 .2.231 呈 3.2.35 呈 8.4.1; 38.6.1 复 台 命题 $2,1.1 
重 辣 式 贿 去 规则 35.6 复合 置换 $6.2.1 


纯 文 字 规 则 85.6 贼 遇 2,2,1; §8.4.1; 98.6.1 
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赋值 宋 理 5.4 


Fuzzy 膛 答 8,1 J 
Ge 极 大 补 子 1 .2 习题 二 ) 
基 例 §5,5.2 
了 -结论 2.3.2 基 项 §6,2.1 
7- 解 灵 了 (y) 4.4.2 ”其 原子 $5.5.2 
一 推出 Ax 昌 2.3 .2 基 置 换 $6,2.1 
一 推论 $4.1.1 简单 合 取 式 $2.2.4 
站 简单 命题 §2.2.1 
几 回 大 31.2.4 简单 析 取 式 $2.2.4 
公式 §2.2,1; 3,1,1; 8.6.1 人 和 1 33.2.1 
公式 4 导出 的 Pocie 代数 82.2.3 敌 灰 1 满足 A 3.2.3 
公式 代 换 定理 8 4.2.2 紧 致 性 定理 §2,2.6 
关于 下 的 正则 85.4 。 经 鹿 折 9 所 得 的 例 §6.2.1 
美 于 { ,下 ) 的 Herbrand 域 5.5.1 K 
关于 了 的 假 会 式 83.2.3 
关于 工 的 惧 公 式 §3.2.3 下 中 的 证 明 $4.1.1 
广义 演绎 定理 88.6.4 天 ,的 完 备 性 定理 84.4,.3 
归结 式 $6.1; 和 6.3,1 可 述 号 {a 一 重 宫 式 ) 8.6.1 
归结 推理 $6.3,2 ”可 合 一 的 §6.2.2 
归结 原理 的 完备 性 定理 §5.4.2 可 昔 性 定理 号 2.3.4184.1.2; 88.4.2; 和 8 .5.3 
H 可 满足 的 §3.2.3 
可 判定 性 定理 §2.3.8 
以 的 第 级 元 5.5.1 可 约 简 子 避 87.4 
a 3 可 证 等 价 §2.3.5; 4.2.1: 8.4.2; 8.6.3 
全 并 7 3 可 证 等 价 定理 §8.6.2 
合 到 范式 $2.2.4 空 和 3 021 
人 台式 公式 2.2.1;83.1.1 多 了 多 36.1 
合 一 化 子 §6.2.2 L 
合 一 置换 §6.2.2 
Herbrand 定理 I $5.5.2 “在 工 中 的 赋值 33.2.2 
Herbrand 定理 I 85.5.2 时 一 Lindenbaum 代数 §8.6.2 
Herbrand 基 $5.5.2 全 §6.2.1 
Herbrand 系统 $5.5.1 理想 $1.2,4 
HS 规则 §4.1.3 。 Lindenbaum 代数 §2.3,7: 98.4.2 
互补 36.1 着 于 §1.2.4 
互补 对 §5.5.2 ”Luk 的 完备 性 定理 §8.4.2 
] 论 域 $3.2,1 
角 辑 等 价 §2.2,2; 3.3; 98,4.2; $8.6.1 


i- 等 价 和 3.2.2 ”逻辑 有 效 §3.2,3 


索 
M 的 模型 §2.2.6 
M 语 义 蕴 涵 入 §2,2.6 
章 盾 式 §2.2,.2; $3.2.3: 8.4.1; $8.6.1 
mgu 算法 §6.2.3 
me 算法 的 合理 性 定理 6.2.3 
辕 集 Boole 代数 §1.3.1 
命题 §2.2.1;§8.6.1 
命题 变 元 厅 2.1.2; 呈 2.2.1 
命题 演算 中 的 归结 原理 §6.1 
命题 演算 中 的 归结 原理 的 完备 性 定理 $6,1 
模型 §2.2.6; $63,2,3 
MP 补 子 $8.5.2 
母 式 §5.2.3 
MY 代数 §8,3.1 
MY 单位 区 间 8.3.3 
MY 等 式 §8.3.3 
MV 方 体 $8.3( 寺 是 二 十 四 ) 
n 一 级 归结 推论 §6,3,2 
入 元 关系 §1.1.1 
OL 归结 虽 7 了 .4 
OL 证 明 §7.4 
PI 冲撞 二 7.2 
PI 归结 §7.2 
PI 归结 的 完备 性 定理 87.2 
PI 归结 式 $7.2 
PI 推理 $7.2 
PI 证 明 $7.2 
偏 序 集 §1.1.2 
和 Beole 代数 4.4,1 
前 束 范式 8 4.3.2 
前 束 范式 定理 84.3.2 
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全 序 集 §1.1.2 
R 
Ro 代数 8.5.1 
Ro 代数 的 完备 人 性 定理 §8.5.2 
Ro 单位 区 间 §8.5,1 
Rn 等 式 §8.5.2 
Ro 等 式 在 Ro 代数 M 中 成 立 §8.5.2 
5 
s 一 模 §8.2 
5 的 归结 证 明 §6,3.2 
S 的 也- 解释 §5,5.1 
5 的 Herbrand 系统 85.5.1 
S$ 的 Herbrand 域 5.5.3 
3 的 证 明 8 6.1; $6.3.2 
S$ 中 的 边 子 句 § 7,4 
三 段 论 规则 2.3.3 
三 角 模 $8,2 
三 角 余 模 §8,2 
商 Hoole 代数 和 1.3.2 
商 Beole 代数 雹 一 4 .4 
Skolem 变形 § 5.2,1;§5.2.4 
上 集 § 1.2.4 
上 界 1.1.3 
上 确 界 §1.1.3 
升级 算法 §8.6.1 
失败 结 点 §3.5.2 
输 人 归结 7.4 
素 理 想 §1.2.4 
束 滤 子 §1.2.4; $8.5.2 
锁 妇 绪 §7.3 
镇 归 结 的 完备 性 定理 §7.3 
锁 归 缚 式 §7.3 
锁 推 理 87.3 
锁 因 子 §7.3 
锁 证 明 $7.3 
T 
关于 Atri) 中 的 zx; 是 自由 的 §3.1.2 


1 一 模 


8.2 
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所 升 引 型 6.4.1 一 阶 语言 $3,1,1 
同 构 时 1.2.4; 意 8.5,.2 因子 §6.3,1 
同类 不 归结 诛 则 $7.1 ”有 界 格 $1.2.4 
同 态 1.2.4; 旬 8.5.2 有 框 文字 §7.4 
同 傅 关 系 $1.3.2 ”有 框 子 句 7.4 
推广 规则 4.1.1 有限 封 闭 语义 树 §5,5.2 
推演 长 度 号 2.3.23 呈 4.1.1; 和 8.4.2 ”有 序 二 元 归结 式 7.4 
在 序 归结 式 和 7.4 
YY 有 序 线性 归结 $7.4 
vu 满足 三 3.2,2 ”有 有 序 因子 §7.4 
Ww 与 9 相伴 随 的 蕴涵 算 子 $8.2 
预 序 §1,1.1 
完备 格 1.2.1 预 序 集 §1,1.1 
完备 Heyting 代数 和 1.2( 当 题 二 ) ”语义 神 氛 §7.2 
完备 性 定理 §2.3.8 语义 理论 §2.2.1 
文字 8$5.3 语义 MP 规则 §2.2.2 
无 框 文字 $7.4 ”原子 公式 82.2.1; $3,1.1; $8.6,1 
x 原子 名 §7.4 
原子 命题 §2.1.2; 2.2,1; 98.6.1 
六 生成 的 自由 MY 代数 $8.3,3 的 简 是 7.4 
析 取 范式 2.2.4 ”约束 变 元 §3.1.2 
系统 如 的 完备 性 定理 §8.6.3 
下 定向 集 §1,2.4 4 
下 集 1,2.4 在 MY 代数 4 中 成 立 §8.3.3 
下 界 §1.1,3 在 MYwV 单 位 区 间 [0,1] 中 的 赋值 §8.4.1 
下 确 界 $1.1.3 在 Ro 单 位 区 间 [0,1 中 的 赋值 § 68.6,1 
畏 城 $3.1,2 ”真理 想 §1.2.4 
线性 推理 $7.4 ” 真 滤 子 $1,.2.4 
线性 推理 遇 结 趟 $7.4 还 明 §2.3.2 
项 3.1.1 迹 明 的 长 度 §2.3,2; §4.1,1 
项 的 牧人 定理 $3.2,2 正 凤 冰 数 系统 和 5 ,4 
相 容 的 4.1.2 ”正则 函数 系统 的 存在 性 定理 §5.4 
形式 系统 32,3.1 正则 苑 渭 算 六 §8.2 
形式 系统 迪 $8.6-2 支持 集 归结 $7.,2 
Y 姐 摘 §6.2.1 
主 理想 1.2,4 
3 一 元 84.5.t 主 滤 子 身 1.2.4 
演绎 定理 和 2.3.3; 4.1,3 子 Boale 代数 §1.3.1 
一 般 的 De Morgan 对 备 律 §2,2.5 子 句 §5,3; 86,1 
一 阶 系统 及 $4.1.1 子 兵 0 代数 8.5.2 
一 舱 诺 言 $3.1.1 自由 变 元 §3,1.2 
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自由 代数 2.2.] 最 一 艇 全 一 置 找 §6.2.2 
最 小 和 97,3  ” 左 连 续 $8.2 
最 一 般 合 一 化 子 §6.2.2 
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组 人 台 论 (上 册 ) 1981.10 柯 召 . 犁 万 迪 善 
数理 统 订 引 论 1981,11 陈 希 锋 普 

客 元 统计 分 析 引 论 ”1982.6 张 儿 庭 , 方 天 泰 著 
概率 论 基础 ”1982.8 ” 严 十 健 ., 王 集 驴 , 刘 秀 芳 著 
数理 逻辑 基础 (下 册 ) 1982.8 大 世 华 . 陆 钟 万 著 

有 限 群 袍 造 (+: 册 ) 1982.11 张 远 达 著 

有 限 群 构造 { 下 册 ) 1982,12 张 远 达 著 

10. 环 与 代数 ”1983.3 刘 绍 学 著 

11. 测度 论 基础 ”1983.9 朱 成 喜 ” 著 

12, 分 析 概 率 论 1984.4 胡 迪 物 著 

13. 巴 拿 灰 空间 引 论 1984.8 定 光 桂 闭 

T4, 微分 方程 定性 理论 1985.5 张 臣 苏 、 丁 同仁 , 黄 文 灶 . 董 镇 圳 鞍 
15. 健 里 叶 积 分 算 子 理论 及 其 应 用 1985.9 优 庆 和 久 等 编著 
16, 辛 几 何 引 论 ”1986.3 J. 柯 葡 尔 .至 异 明 著 

17. 概率 论 基础 和 随机 过 程 1986.6 王 寿 仁 车 

18. 算 子 代数 1986.6 李 炳 仁 著 

19. 线性 侦 微 分 算 子 引 论 ( 上 册 ) 1986.8 章 民 友 鞋 

2. 实用 微分 几何 引 论 ”1986.11 苏 步 青 等 著 

21 . 微分 动力 系统 原理 ”1987.2 张 筑 生 著 

22. 线性 代数 群 表示 导论 (上 册 ) 1987.2 草 锡 华 等 著 

23, 横 型 论 基础 ”1987.8 王 世 强 着 

24, 递归 论 。1987,11 莫 绍 接 黄 

25. 有 限 群 导 引 (上 )} 1987,12 黎明 上 曜 著 

26, 组 合 论 ( 下 册 ) 1987.12 柯 召 ,. 瑶 万 迪 著 

27. 拟 共 形 映 射 及 其 在 歼 曼 曲 面 沦 中 的 应 用 1988.1 李 忠 蔷 
28. 代数 体 阔 数 与 常 微分 方程 1988.2 和 何 育 赞 鞍 

29, 同调 代数 1988.2 周 伯 卉 著 

30. 近代 调和 分 析 方 法 及 其 应 用 1988.6 韩 永生 著 

31. 带 有 时 注 的 动力 系统 的 稳定 性 ”1989.10 秦 元 勋 等 ”编著 
32. 代数 括 扑 与 示 性 类 ”1989.11 马 德 森 善 吴 英 书 . 段 海 饮 译 


人 


《现代 数学 基础 处 书 ? 已 出 版 书目 ， 215 。 


33 


43 


44， 
45, 
46. 
47. 
48, 
特 . 


5 


[am 


$1, 
52. 


5 


Ta 


54. 
55, 
30. 
37, 


5 


a 


9. 


6 


-i 


02. 


. 非 线性 发 展 方程 1989.12 李 大 潜 .上阵 彰 梅 著 
, 反应 扩散 方程 引 论 19 叫 ,2 叶 其 孝 等 著 
. 仿 微分 算 子 引 论 1990.2 陈 部 行 等 纺 

, 公理 集合 论 导 引 1991.1 张 锦 交 车 

. 解析 数论 基础 ”1991.2 滩 承 洞 等 ” 著 

. 拓扑 群 引 论 ”1991.3 获 景 辉 、 汉 绪 宁 落 

. 二 阶 榴 圆 型 方程 与 椭圆 型 方程 组 ”1991,4 陈 亚 浙 , 吴 兰 成 著 
, 黎 此 曲面 1991,4 上 月 以 要 , 张 学 蕉 著 

. 线性 偏向 分 算 子 引 论 {下 册 ) 1992.1 齐 民 友 落 

. 复 变 函数 证 近 论 1992.3 蘑 焰 上 昌 著 

.Banach 代数 1992.11 李 炳 仁 落 

随机 点 过 程 及 其 应用 1992.12 邓 永 录 等 著 

于 铸 图 通 近 引 论 1993.4 朱 觉 辰 等 蓝 

线性 微分 方程 的 非 线 性 扰动 ”1994.2 徐 登 洲 马 如 云 落 
广义 哈密 顿 系统 理论 及 其 应 用 ”1954,12 李 继 梢 、 赵 晓 华 、 刘 正本 车 
线性 整数 规划 的 数学 基础 1995.2 马 促 蕃 著 

单 复 变 区 数 论 中 的 几 个 论题 1995.8 庄 折 内 著 
, 复 解 析 动力 系统 1995,10 昌 以 机 著 

组 合 华 阵 沦 。1996.3 柳 柏 流 车 
Banach 空间 中 的 非 线 性 通 近 理论 。1997.,5 徐 圭 英 . 李 溃 , 杨 文 善 著 
- 有 限 典 型 群 子 空间 轨道 生成 的 格 1997.6 万 哲 先 . 霍 元 极 “ 落 
实 分 析 导 论 ”1998.2 丁 传 松 等 著 

对 称 性 分 分 理论 基础 1998.3 唐 云 著 
Gel fond-Baker 方法 在 丢 番 图 方程 中 的 应 用 1998.10 乐 茂 华 羡 
半 群 的 S- 系 理论 1999.2 刘 仲 奎 等 
, 有 限 群 导 引 (下 ) 1999.5 失明 嘿 等 著 
随机 模型 的 密度 演化 方法 1999.6 中 定 华 鞋 

. 非 线性 偏 微 分 复方 程 1999.6 疗 国 榨 著 
, 复合 算 子 理 论 1999.8 牧 宪 民 著 
离散 鞭 及 其 应 用 1999.9 史 及 民 编著 

. 调和 分 析 及 其 在 仿 微 分 方程 中 的 应 用 1999.10 苗 长 关 著 

, 惯性 流 形 与 近似 惯性 流 形 ”2000.1 戴 正 德 . 吝 柏 员 鞋 
,数学 规划 导论 2000.6 徐 增 昔 车 

, 拓扑 空间 中 的 反例 2000.6 汪 林 、 杨 富 春 ”编著 

. 拓扑 空间 论 2000.7 高 国土” 著 
, 非 经 典 数理 逻辑 与 近似 推 理 2000.9 王国 俊 著 
. 序 半 群 引 论 2001,1 谢 祥云 著 

, 动力 系统 的 定性 与 分 支 理论 2001.2 男 定 军 , 张 祥 . 董 梅 芳 ”编著 


216 ， 《现代 数学 基础 共 书 ?已 出 版 书目 


. 随机 分 析 学 基础 (第 二 版 】 2001,3 黄 志 远 著 

72. 非 线性 动力 系统 分 析 引 论 2001.9 感 曲 滔 . 马 军 海 著 

73. 高 斯 过 程 的 样本 轨道 性 质 2001.11 林 正 炎 , 陆 桂 荣 , 张 立新 闭 
74. 数组 台地 图 论 2002.11 2 刘 彦 佩 着 

75. 光滑 映射 的 奇 点 理论 2002.1 李 养 成 著 

76. 动力 系统 的 周期 解 与 分 支 理 论 ”2002.4 埋藏 安 著 

77. 神经 动力 学 模型 方法 和 应 用 ”2002,4 皮 炯 . 顾 凡 及 、 若 志 杰 编著 
78. 同调 论 一 一 代数 拓扑 之 - 2002.7 沈 信 息 著 

79. 人 金 兹 堡 - 朗 道 方程 2002.8 郭 柏 灵 等 “ 著 

80. 排队 论 基础 ”2002.10 和 孙 荣 恒 .李建平 著 

81. 算 子 代数 上 线性 映射 引 论 ”2002.12 可 晋 川 . 岩 建 莲 著 

2, 微分 方程 中 的 变 分 方法 {由 订 版 】 2003,2 陆 文 端 著 

83. 周期 小 波及 其 应 用 2003.3 彭 思 龙 . 李 登 峰 、 诺 秋 辉 著 

84, 集 值 分 析 2003.8 李 雷 吴 从 煌 著 

85. 数理 逻辑 引 论 与 归结 项 理 2003.8 王国 俊 著 

6. 强 偏 差 定 理 与 分 析 方 法 2003.8 刘 文 蓝 

87. 椭 略 与 抛物 型 方程 引 论 ”2003,9 伍 卓 群 . 妖 景 学 

88. 有 限 典 型 群 子 空 间 轨 道生 成 的 格 ( 第 二 版 ) 2003.10 万 哲 先 . 震 元 极 著 


7 


i 


mm in 


La 


Tn 


“< 


216 ， 《现代 数学 基础 共 书 ?已 出 版 书目 


. 随机 分 析 学 基础 (第 二 版 】 2001,3 黄 志 远 著 

72. 非 线性 动力 系统 分 析 引 论 2001.9 感 曲 滔 . 马 军 海 著 

73. 高 斯 过 程 的 样本 轨道 性 质 2001.11 林 正 炎 , 陆 桂 荣 , 张 立新 闭 
74. 数组 台地 图 论 2002.11 2 刘 彦 佩 着 

75. 光滑 映射 的 奇 点 理论 2002.1 李 养 成 著 

76. 动力 系统 的 周期 解 与 分 支 理 论 ”2002.4 埋藏 安 著 

77. 神经 动力 学 模型 方法 和 应 用 ”2002,4 皮 炯 . 顾 凡 及 、 若 志 杰 编著 
78. 同调 论 一 一 代数 拓扑 之 - 2002.7 沈 信 息 著 

79. 人 金 兹 堡 - 朗 道 方程 2002.8 郭 柏 灵 等 “ 著 

80. 排队 论 基础 ”2002.10 和 孙 荣 恒 .李建平 著 

81. 算 子 代数 上 线性 映射 引 论 ”2002.12 可 晋 川 . 岩 建 莲 著 

2, 微分 方程 中 的 变 分 方法 {由 订 版 】 2003,2 陆 文 端 著 

83. 周期 小 波及 其 应 用 2003.3 彭 思 龙 . 李 登 峰 、 诺 秋 辉 著 

84, 集 值 分 析 2003.8 李 雷 吴 从 煌 著 

85. 数理 逻辑 引 论 与 归结 项 理 2003.8 王国 俊 著 

6. 强 偏 差 定 理 与 分 析 方 法 2003.8 刘 文 蓝 

87. 椭 略 与 抛物 型 方程 引 论 ”2003,9 伍 卓 群 . 妖 景 学 

88. 有 限 典 型 群 子 空 间 轨 道生 成 的 格 ( 第 二 版 ) 2003.10 万 哲 先 . 震 元 极 著 


7 


i 


mm in 


La 


Tn 


“< 


